In Mathe einfach besser

2 Das Skalarprodukt und die Winkelberechnung

von Frank Schumann

(Fortsetzung)

Wir wissen: Die Priifung, ob zwei Vektoren aufeinander senkrecht stehen oder nicht,
kann mithilfe der Eigenschaft ,,skor* fiir skalare Multiplikation geklart werden.
SkalarP (a,b)=0 < alb (skor)

Die Vektoren x,ye R’ schlieBen mit ihren Richtungen den X
(nicht orientierten) Winkel o= <(x,y)=<(y,x) ein.
Voraussetzung: x #0; y #0.

Gibt es eine Rechenvorschrift, die aus den Vektoren x und y Y
die Winkelgrofle o ermittelt? [B2.1]

Um diese Frage beantworten zu kénnen, ergénzen wir die Skizze in [B 2.1] zu einem
Dreieck und wenden darauf den Kosinussatz der ebenen Trigonometrie an. Wir
erinnern uns:

Satz (Kosinussatz der ebenen Trigonometrie)

In jedem Dreieck ist das Quadrat der Linge einer Seite C
gleich der Summe der Quadrate der Langen der beiden X

anderen Seiten, vermindert um das doppelte Produkt aus X-y
den Lidngen dieser beiden Seiten und dem Kosinus des (04

von beiden Seiten eingeschlossenen Winkels. A ¥ ~5

Vektorielle Formulierung:

= oA =l + A7 =2+ [ cos (@)

Aus dem Kosinussatz leiten wir eine Gleichung her, die es erlaubt, den von zwei
Vektoren eingeschlossenen Winkel zu berechnen.

Herleitung: Unter der Voraussetzung x#0; y#0 folgt nach dem Kosinussatz der
ebenen Trigonometrie fiir die Seitenldngen von a 4ABC':
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o= = [l + 11 =2+ ] ]-cos (@)
Norm(x-y)2 = Norrn(x)2 +Norm(y)2 —2-Norm(x)-Norm(y)-cos(o)

Nach der Eigenschaft (skno) folgt fiir einige Norm-Terme:
SkalarP (x- y,x - y) = SkalarP (x,x) +SkalarP(y, y) —2- Norm(x)-Norm(y)-cos(er) (1)

Nach der Eigenschaft (skdi) folgt speziell fiir die linke Seite von (1):
SkalarP (x - y,x - y) = SkalarP (x, x) —2-SkalarP (x, y) +SkalarP( y, ) )

Wir setzen die rechten Seiten von (1) und (2) gleich.

SkalarP (x,x)+SkalarP( y, y)—2-Norm(x)-Norm(y)-cos(«) = SkalarP (x,x) —2-SkalarP( x, y) + SkalarP( y, y)
SkalarP (x,x)+SkalarP (y, y) —2- Norm(x)- Norm( y)- cos (&) = SkalarP ( x, x) —2 - SkalarP ( x, y ) +SkalarP ( y, y)

Wir vereinfachen die Gleichung in zwei Schritten:

—2-Norm(x)-Norm(y)-cos(ea) =—-2-SkalarP(x, y)
Norm(x)-Norm( y)-cos(e) = SkalarP (x, )

und formen schlieBlich nach cos(e) um:

SkalarP (a,b)

cos <x(a,b) = Norm (a)-Norm(b)

Satz 1 (Vektoren-Winkel-Gleichung)
Sind @ und » zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren aus R*und liegen beide
als Pfeile in einem kartesischen Koordinatensystem, so gilt fiir den Winkel zwischen
a und b mit 0°< x(a,b)<180°:

SkalarP (a,b)
Norm (a)-Norm(b)

cos < (a,b)=

[= Aufgabe
Erarbeiten Sie sich in einer CASA eine Funktion, namens wink , mit der man aus der
Eingabe der Spaltenvektoren @« und » mit a,be R* den Winkel o:=<(a,b) im

Gradmall zum Vollwinkel von 360° approximativ bestimmen kann.
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Voriiberlegungen

Wir beginnen unsere Uberlegungen zuniichst an einem Zahlenbeispiel, welches wir in
einem kartesischen Koordinatensystem geometrisch veranschaulichen. Das
Koordinatensystem muss wegen der bevorstehenden Winkelmessung unbedingt
kartesisch sein. Die Messdaten wollen wir als Kontrolldaten fiir spitere Tests am

Rechner verwenden.

Geometrische und analytische Veranschaulichung eines Zahlenbeispiels

cos (¢t) = SkalarP (a,b)
- Norm(a)-Norm () Y
2,5
E6) 0
SkalarP s)ls
cos(&r) = > 2 a (8,3)
=EE=( b
5 3
/Ol
_ 31 1 ¥
J2117 [B 2.3]
o =47.6° Die Messung zeigt: o =48°.

Grad-Einstellungen im MODE-Menii

MODE/Winkel/
; = HnbUE = - ™y

1 Fz H
Beite ﬂgeite i&eite ﬂ
Graphie.... resngnss FUMETIOM+
Akt. Uerzeichhnis.. mainz
angez, Ziffertie... FLIESS &+

Winkel sesaseennnns :
Exponentialformat.. %:EQEENMHSS
komplexes Format..
Vektorformat .. ee.. EARTESISCH+
- Math AnzFmt ... ... aH -+
Enter=5S1CH ESC=AEER__ |
HHIN EOG ERAET FET 1750
[B 2.4]

MODE/Winkel/2:GRAD
:ﬁr\@m‘vu—‘v T -]

1 Fz H
Beite ﬂgeite i&eite ﬂ
Graphie.... resngpnss FUMETION+
Akt. Uerzeichhnis.. mainz
angez, Ziffertioe.. FLIEES =%

Winkel sesaseennnns

Exponentialformat.. AL +

komplexes Format.. REELL =+

Vektorformat .. ee.. EARTESISCH+
- Math AnzFmt ... ... aH -+

Enter=5ICH ESC=RAEER_ >}

HMAIN SRl ERAKT FET 1/50

[B2.5]
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Bezeichner einfiihren

Wir wechseln in den Hauptbildschirm

und fithren zuerst eine HOME-
Bereinigung  durch.  AnschlieBend
definieren wir mittels -Taste

global die Vektorbezeichner a, » und
den Gleichungsbezeichner glei .

Den griechischen Buchstaben «
erzeugt man beispielsweise durch die
Tastenfolge: [¢] G A. Wir werten den
Bezeichner glei symbolisch aus.

Anwendungen des Liose-Befehls

Wir 16sen glei symbolisch nach o auf
und beachten die einschrinkende
Bedingung 0° <o <180°, indem wir den
Mit-Operator anwenden.

Wir werten zuerst symbolisch und dann
approximativ aus.

wink(x,y)-Term definieren

Die symbolische Ausgabe in [B 2.7] zeigt,
wie wir den Funktionswert der gesuchten

Funktion wink definieren konnen.
Es gilt fiir 0° <o <180°:

o= co _]( SkalarP(x, y) ]
Norm(x)- Norm(y)

wink(x, y) = cos’l( SkalarP(x, y) ]

Norm(x)- Norm(y)

mit x,ye R* und xi(),yi().

HOME/
AL sebra|ooTe [Andere [ProalLioeh] |
® HeuyAufa Fertig

[loa e [E]oe 3]
5 i 3
__ SkalarPia, bl .

" Cosla) = Haorm a) - Horml b +alei

31 -[Z1IF
2117

WCasbhrstnormta)*¥normth) >glei

AN Gkl EXAKT FET 330

[B 2.6]

Cos{o) =

I‘Fi ]’ Fev Tr;v]’ R Trs Trsv]’ ]

- E Al gebral|Calc|Andere|[PraER|Lasch

31-JZ11F
2117

Coslo) =

mlisetgled, o) o0 and o< 180

31 -J211?]
Z117

o= l:os'i[
mliseiglei, o) o >0 and o< 180
o= 47,6425

Lose<glei. o laxd and o180

HAlN GRD EXAKT FET E/Z0

[B 2.7]

Interpretation: Der numerische Wert fiir
o stimmt in guter Nédherung mit dem
Messwert fiir « tiberein.

Wir testen die neue Funktion, namens
wink aus, indem wir die Argumente x
und y durch die globalen Bezeichner
a und b belegen und dann den
Funktionswert {iber die bekannte

Tastenfolge [#] [ENTER] approximativ
auswerten.

[Fi T Fer T Fav T Fa T FE T FE™ T ]
- E Al gebralCalc|Andere|[PrgEA|Lasch
= HeyAufg Fert.ig

e [ 4

SkalarPrx. Hjl‘
Harm =0 - Hormy

B Oefinier wink(x,dJ) =I305'1[

Fertig
B inkia, bl 47 . 6425
wink<a, h>
|FihiN GRO ERAKT FET u/z0
[B 2.8]
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Verbesserte Definition fiir den wink(x,y)-Term

Eine direkte approximative Auswertung | £8[n1debralctic/ndere|praoenl iseh

—“FdIl'd

erfolgt iiber den approx-Befehl. Wir |"Definier winkGc,w =approx Costyg o

. . e Ferti
andern daher die Definition fir den |suwinkca, 476425
Funktionsterm wink(x, y) ab. lwink[[é],[ﬂ] am,

SkalarP(x, y) . wink[[ﬂ . [ a 1]] 153. 435
Norm(x) - Norm( y)j

FAIN G0 ERART FET B/Z0

wink(x, y) := approx (cos1 (

Wir testen im Finalbildschirm die neue [B2.9]
numerische Funktion an verschiedenen . _ _
zweidimensionalen Spaltenvektoren ~ Die Interpretation iiberlassen wir dem

approximativ aus. aktiven Leser.

2] Lernauftrag 1
Gegeben ist das Dreieck ABC (siehe [B 2.11]) und eine CAS-Applikation (siche [B
2.10]). Welche Bedeutung hat die benutzerdefinierte Funktion  baum?

baum(a,b) = approx (0.5 -Norm(a)-Norm(b)-sin (wink(a,b)))

a) Handelt es sich hierbei um eine CAS- oder numerische Funktion? Begriinden Sie.
b) Interpretieren Sie die Ausgabe 28.5. Erkldren Sie dabei das rechnerische

Zustandekommen der beiden Argumente {_6} und { 37]

c) Testen Sie die Funktion baum weiter aus, indem Sie auch die beiden anderen
Innenwinkel «<CAB bzw. <4ABC einbeziehen.

HOME/ C
v 2 |A1 gebra|cEle [Andere PraEr|sseh

= HeyAufg Fertig
Skalar
Harmr =
Fertig
B yoprox] .3 Hormla) - Hormlb) - Siniwinkla, B A(4 3)
Fertig 4 ’ ?

& [3 .
lbaum[[ _5],[_?]] 28,3 B(13, 1) N
bhaunmC[[-61[-511 CCL31L-711> B C(IO 8)

HAlN GRD EXAKT FET 4/Z0

[B2.10] [B2.11]

B Oefinier wink(:x,d) =appr*n:u><[l305'1[

=1 Lernauftrag 2
Gegeben sind die linearen Funktionen f, f, und f; mit

X x 52
x—=>—+4; f,ix—>-x+16; f;:x>——+—; xeR.
/ AR i TRET:
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Die Graphen dieser drei Funktionen schlieBen in einem kartesischen
Koordinatensystem ein Dreieck ABC ein.

a) Bestimmen Sie numerisch die Koordinaten der drei Eckpunkte 4, B und C;
b) den Flacheninhalt des Dreiecks ABC.
¢) (Losungen: A4(2,5); B(12,4); C(8,8); Flicheninhalt: 18 cm?)

21 Lernauftrag 3

Bestimmen Sie numerisch die Koordinate xe R, sodass gilt: Die Spaltenvektoren {ﬂ

und m schlieBen den Winkel von 45° ein,

(Losungen x:73vx:25/3)

=1 Lernauftrag 4 (Erweiterung von R* auf R*)
Alle Definitionen und Sitze zur skalaren Multiplikation sind bei Beachtung einer
dritten Koordinate auch auf Vektoren aus R’ analog anwendbar.

Gegeben ist eine quadratische Pyramide
mit der Grundfliche in der xy—Ebene 1
D(0,0,0); 4(3,0,0); E(1.5,1.5,3).. 3
Berechnen Sie mithilfe des Skalarproduktes ‘
fiir Vektoren aus R’

a) alle Kantenldngen,

b) die Hohen der Seitenfldachen, wa C “"“~Z<,,
c) die Winkel zwischen den Vektoren B

AB und AE; DB und DE; EA und [B2.12]

EB,

d) das Volumen der Pyramide ABCDE .
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