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1. Meine Position als Einleitung

Wie stellt sich Heterogenitat im Klassenzimmer dar? Die Antwort fallt vielfaltig
aus. Die Unterschiedlichkeit hinsichtlich lernrelevanter Merkmale zeigt sich zum
Beispiel:

- in den schulischen Noten einzelner Unterrichtsfacher

- in der kulturellen Herkunft (migrationsbedingt)

- in der Wissensbasis innerhalb eines ausgewahlten Wissensbereichs, ein-

schlieBlich der vorhandenen Prakonzepte

- in der Intelligenz

- in der Gesundheit

- bei den Begabungen

- im Freizeitinteresse

- in der Lernlust

- in der motivationalen Bereitschaft

- in der volitionalen Bereitschaft

- in der Anwendung von Lernstrategien

- im Lerntempo

- in kommunikativen Kompetenzen

- in sozialen Kompetenzen

- uU.v.a.m.

Mit Sicherheit kénnen diese breit gefacherten Merkmale zu einem Problem flr
das Lernen werden, wenn die Verantwortung uber Erfolg oder Misserfolg nur in
einer Hand liegt. Der seelische Wunsch vieler Lehrkrafte nach einer Reduzierung
dieser Merkmalsliste ist gleichbedeutend mit dem Streben nach einem Unterricht
in homogenen Lerngruppen. Getragen wird dieser utopische Meinungsprozess
durch die auBere Differenzierung unseres staatlichen Schulsystems. Die Vorstel-
lung, die Merkmalsliste lieBe sich insofern reduzieren, dass man nach Begabun-
gen und schulischen Noten sortiert, schafft keinesfalls Bedingungen flir einen Un-
terricht in anndhernd homogenen Lerngruppen. Die Heterogenitat im Klassen-
zimmer ist real und bleibt real. Ein Abstrahieren individueller Bedingungen er-
leichtert fir keine Schuilerin und keinen Schiler tatsachlich das individuelle Ler-
nen. Die Gesellschaft ist auf ihre natlrliche Unterschiedlichkeit angewiesen.

Der breite gesellschaftliche Widerstand gegen die restlose Aufgabe der auBeren
Differenzierung wird rein ideologisch gefiihrt, aber keinesfalls ,logisch". Was wa-
re, wenn es zum Beispiel gelingen wirde, bestehende Defizite gegenwartigen
schulischen Lernens dadurch zu Uberwinden, in dem man jene Bedingungen
schafft, die sich der Realitat anpassen und zwar in einem solchen MaBe, dass das
Lernen in akzeptierten heterogenen Gemeinschaften stattfinden kann. Konzepti-
onelles (Um-)Denken flr ein Lernen in realen Lerngemeinschaften setzt aber
voraus, Veranderungen zu wollen, auch dann, wenn der Umgestaltungsprozess
eigene erschwerende Bedingungen zwangslaufig hervorbringt, die mit dem Pro-
zessziel nichts gemein haben.

Fur Kritik und Anregungen bin ich meinen Leserinnen und Lesern sehr dankbar.

Wertheim im Juli 2010
Frank Schumann
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2. Was sind Kompetenzen?

Kompetenzorientiert zu unterrichten bedeutet vor allem, jeden Schiiler und jede
Schiilerin einer Klasse individuell zu férdern. Der folgende Beitrag soll aufzeigen,
wie man diesem Anspruch als Lehrkraft gerecht werden kann. Welche Instrumen-
te bedient werden kénnen, um ein individuelles Fordern — auch bei 30 Schiilerin-
nen und Schiilern einer Klasse - realisieren zu kénnen. Zunéchst soll einmal ge-
klart werden, was man unter einer Kompetenz versteht und wie sie im Bildungs-
plan 2004 Gymnasium — Mathematik formuliert sind.

Ubersetzt man Kompetenzen mit Fahigkeiten, so ist man an der Bedeutung die-
ses Wortes schon sehr nahe dran. Dennoch haben beide Worter auch unter-
schiedliche Bedeutungen.

International werden Bildungsplane mit Kompetenzplanen gleichgesetzt.
Deutschland folgte diesem Trend. Absicht war, die begriffliche Abgrenzung pada-
gogischer Kategorien, wie Fahigkeiten, Kenntnisse, Einstellungen und Bereit-
schaften durch die Aufnahme eines neuen Begriffs aufzuheben.

Die Intention, Bildungsresultate vergleichbar zu machen, bedarf einer Wertigkeit
im Sinne von: Bildungsstandard ist ausgepragt oder nicht ausgepragt. Ohne die
Aufhebung der o. g. begrifflichen Abgrenzung ware diese Art der Vergleichbarkeit
unmoglich.

Beispiel: Die Kompetenz zu entwickeln, ein Lineares Gleichungssystem (LGS) er-
folgreich 16sen zu koénnen, setzt die Planung von unterschiedlichen Lernzielen
voraus:
Die Schdlerin, der Schiler
wei3, was LGS sind und wie entsprechende Losungen dargestellt
werden kénnen
weil3, wozu das Lésen von LGS sinnvoll ist
verflgt Uber die Fahigkeit, lineare Gleichungen I6sen zu kénnen
besitzt das Wissen, welche Aquivalenzumformungen fir das jeweili-
ge Lésungsverfahren erlaubt sind (GauBalgorithmus)
kann spezielle LGS vom Typ (2x2) und (3x2) l6sen
kann den Ldseprozess an einen Rechner delegieren und die Rech-
nerlésung interpretieren
LGS auf ihre Losbarkeit untersuchen
die Losungsmenge eines LGS bestimmen
zeigt beim Losen die Bereitschaft, auch alle Lésungen finden zu wol-
len und gibt bei méglichen Schwierigkeiten nicht vorzeitig auf.

Dieser kumulative Kompetenzerwerb, der nur zu einem Thema, dem L&ésen von
LGS, exemplarisch ausgewahlt wurde, erstreckt sich Uber mehrere Schuljahre
hinweg (Klasse 8 bis 12). Er umfasst in seiner vielfaltigen Auspragung den Pro-
zess des Verstehens bestimmter Sachverhalte, den Umgang mit Fachwissen, das
Aneignen von Fahigkeiten und Fertigkeiten, sowie die Entwicklung bestimmter
personaler Bereitschaften. AuBerdem werden zur Informationsverarbeitung kog-
nitive Fahigkeiten bendtigt.

Eine sehr verbreitete Definition flr den Begriff Kompetenz geht auf Franz E. Wei-
nert zurtck.

Danach sind Kompetenzen: ,die bei Individuen verfigbaren oder durch sie er-
lernbaren kognitiven Fahigkeiten und Fertigkeiten, um bestimmte Probleme zu
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l6sen, sowie die damit verbundenen motivationalen, volitionalen und sozialen
Bereitschaften und Fahigkeiten, um die Problemlésungen in variablen Situationen

erfolgreich und verantwortungsvoll nutzen zu kénnen™.!

Im Heft NL 01 das Landesinstitutes flr Schulentwicklung Stuttgart, Lernen im
Fokus der Kompetenzorientierung, finden wir auf Seite 3 eine gelungene Inter-
pretation der Weinert schen Definition. Dort heiBt es: ,In Anlehnung an den
Kompetenzbegriff von Weinert (vgl. ebd.) werden Kompetenzen im vorliegenden
Basispapier als erlernbare, kognitiv verankerte Fahigkeiten und Fertigkeiten ver-
standen, die eine erfolgreiche Bewaltigung bestimmter Anforderungssituationen
ermoglichen. Der Begriff umfasst auch Interessen, Motivationen, Werthaltungen
sowie soziale Bereitschaft. Kompetenzen sind demnach kognitive Dispositionen
fur erfolgreiche und verantwortliche Denkoperationen oder Handlungen."?

Zusammenfassung
Kompetenzen:

sind gekoppelt an Individuen oder
sind durch Individuen erlernbare kognitive Fahigkeiten und Fertigkeiten
ermdglichen eine erfolgreiche Bewaltigung bestimmter Anforderungssitua-
tionen
umfassen auch Interessen, Motivationen, Werthaltungen sowie soziale Be-
reitschaft.

Individuelle Kompetenz umfasst nach Franz E. Weinert netzartig zusammen-
wirkende Facetten mit unterschiedlich starker Auspragung:

Wissen

Fahigkeit

Verstehen

Konnen

Handeln

Erfahrung und

Motivation.

3. Kompetenzorientierte Diagnostik im Mathematikunterricht

Wenn man Schiilerinnen und Schiler im Unterricht kompetenzorientiert férdern
mochte, muss man als Lehrkraft wissen: Wo steht der Einzelne? Uber welche
Kompetenzen kann der Lernende in variablen Situationen verfliigen und in wel-
chen Bereichen liegen seine individuellen Schwéchen, die es auszugleichen gilt?
Es wird das Instrument der kompetenzorientierten Diagnostik vorgestellt.

3.1 Zum Begriffsverstandnis und zur Begriffsabgrenzung

Padagogische und psychologische Diagnostik umspannen mit einer Vielzahl von
Fachbegriffen ein sehr weites Feld. Dabei gibt es erhebliche Unterschiede in den
Methoden. So speziell wie in diesem Beitrag der Begriff der kompetenzorientier-
ten Diagnostik im Mathematikunterricht verstanden wird, erfolgt am Anfang der

! F. E. Weinert, Leistungsmessung in Schulen, Beltz Pddagogik 2001, Seite 27 ff.

23, Béhringer, J. Bopp, C. Hack, C. Hartmann-Kurz, T. Stege, G. Zabel, Lernen im Fokus der Kompetenzorien-
tierung, Individuelles Férdern in der Schule durch Beobachten - Beschreiben — Bewerten - Begleiten, Landesin-
stitut flr Schulentwicklung Stuttgart 2009, NL 01, Seite 3.
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Erlduterungen eine Eingrenzung zu diesem Begriff. Expliziert werden vier Rah-
menbegriffe:

3.2

Hauptziel: Aus der individuellen Bearbeitung von Aufgaben sollen fundier-
te Kenntnisse darliber gewonnen werden, welcher individuelle Lern- und
Forderbedarf im Mathematikunterricht besteht.

Reflexionsgegenstand und Bezugsnormen: Reflektiert wird auf einer
fachdidaktischen Ebene (ber ein entsprechendes Aufgabenmaterial mit
moglichst hohem Diagnostikpotenzial. Bezugsnormen bilden dabei die G-
berfachlichen und fachlichen Kompetenzen aus dem Bildungsplan. Der Fo-
kus der gezielten Beobachtung liegt auf dem individuellen Lernfortschritt
bzw. auf den individuellen Eingangsvoraussetzungen.

Prinzip zur Auswertung: Auf die gezielte Unterrichtsbeobachtung folgt
immer eine Beratung zum Erkennen von konkreten Mdéglichkeiten zur indi-
viduellen Férderung. Dabei erfolgt die Auswertung nach dem grundlegen-
den Prinzip: Primar werden die individuell vorhandenen fachlichen Res-
sourcen (Kompetenzstarken) genannt, die bei der Beobachtung erkannt
wurden und dann werden erst die individuellen Ziele definiert, die sich aus
den belegbaren Defiziten erklaren lassen. Es werden keine Noten erteilt.
Prinzip der Selbstreflexion: Um die motivationale Bereitschaft beim Ler-
nenden zu wecken und die personale Kompetenz zur Selbsteinschatzung
zu starken, erfolgt parallel zu jeder Auswertung eine gezielte Befragung
zur Selbstreflexion auf der Basis spezieller fachlicher Lernindikatoren, an-
gepasst an den Loseprozess der jeweils verwendeten Aufgabe.

Das Diagnostikpotenzial einer Aufgabe

Auch bei der Beantwortung der Frage: Wie kann im Mathematikunterricht kom-
petenzorientiert diagnostiziert werden? spielt die Gestaltung der Aufgaben eine
groBe Rolle. Die Aufgaben kdnnen sich dabei wesentlich in ihrem Diagnostikpo-
tenzial unterscheiden. Bevor Kriterien genannt werden, die dariber entscheiden
sollen, ob eine Aufgabe flr eine bestimmte Diagnostik mehr oder weniger geeig-
net ist, werden vier ausgewahlte Aufgaben naher nach ihrem vorhandenen Dia-
gnostikpotenzial untersucht.

Thema: Nullstellenberechnung quadratischer Funktionen.

Aufgabe 1: Gib die Nullstellen der Funktion f mit f (x)=(x-5)-(x+3) an.

Aufgabe 2: Gib die Nullstellen der Funktion f mit f (x)=(x-5)-(x+3) an. Be-
schreibe dein Vorgehen.

Aufgabe 3: Von einer quadratischen Funktion f sind zwei Ausschnitte einer Wer-
tetabelle bekannt:

“ Y4 “ Y4
B z -ic
-C ] 3 -1z
-i g g -7
-3 0 c 0
: % :
0 -ic ;| k
=-5 Y1=33
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Gib zwei quadratische Funktionsgleichungen an, die die gleichen Nullstellen besit-
zen, wie die Funktion f. Beschreibe dein Vorgehen.

Aufgabe 4: Gib zwei quadratische Funktionsgleichungen an, die die gleichen
Nullstellen besitzen, wie die quadratische Funktion f mit dem folgenden Grafen-
bild:

"

0 ¥=-1z n

i ¥=-1z.H n

c Y=-1z

Beschreibe dein Vorgehen.

Um das Potenzial der vier Aufgaben prinzipiell einschatzen zu kénnen, mussen
zunachst zwei grundsatzliche Aspekte zur Einordnung der Diagnose geklart wer-
den.

Aspekt: Kompetenzen und Teilkompetenzen

Aus dem fachlichen Kompetenzbereich kann bei diesen vier Aufgaben auf zwei
Leitideen aus Klasse 8 Bezug genommen werden:

2. Leitidee Algorithmus 6. Leitidee Funktionaler Zusammenhang
Gleichungen und Un- Funktionale Zusammenhdnge erkennen
gleichungen erken- und darstellen

nen sowie manuell,
grafisch und mithilfe
des GTR lésen

lineare  Gleichungs-
systeme manuell,
grafisch und mithilfe
des GTR l6sen

Inhalte: lineare Glei-
chungen und Unglei-
chungen mit einer Vari-
ablen; quadratische
Gleichungen; lineare
Gleichungssysteme
(2x2).

Kennzeichnende Eigenschaften von Funk-
tionen kennen und sachgerecht nutzen

Inhalte: Proportionalitat; lineare Funktionen;
quadratische Funktionen; Potenzfunktionen
mit natiirlichen Hochzahlen.?

Im Bildungsplan sind Kompetenzen und zugehdrige Inhalte notiert. Teilkompe-
tenzen sind nicht explizit formuliert. Sie sollen im Rahmen der Unterrichtspla-
nung und im Kontext zu den Leitideen von der Lehrkraft selbst definiert werden.

3 Bildungsplan 2004, Allgemein bildendes Gymnasium Baden Wiirttemberg, Seite 97.
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Beispiele fiir mogliche Teilkompetenzen:

2. Leitidee Algorithmus 6. Leitidee Funktionaler Zusammenhang
Gleichungen manuell Kennzeichnende Eigenschaft, wie die der
l6sen; Nullstelle, aus verschiedenen Funktions-

Gleichungen grafisch darstellungen kennen.

[0sen;

Gleichungen mithilfe
GTR losen.

Aspekt: Vorgeschichte des Unterrichts

Um die Eigenproduktionen der Schuilerinnen und Schiiler angemessen kompe-
tenzorientiert interpretieren zu kénnen, muss die Vorgeschichte zum Lernen der
Kompetenzen ein klares Bild ergeben. Es macht flr die Interpretation einen deut-
lichen Unterschied, ob die Diagnoseaufgaben bereits gelibt wurden oder ob die
Kompetenzen an anderen Aufgaben gefestigt wurden.

Flr weitere Betrachtungen darf angenommen werden:
Reflektiert werden lber die zwei Teilkompetenzen:
Gleichungen manuell |6sen
Kennzeichnende Eigenschaft, wie die der Nullstelle, aus verschiedenen
Funktionsdarstellungen kennen.

Im Unterricht wurde vor der Diagnose keine der vier Aufgaben geiibt. Ahn-
liche Aufgaben, wie Aufgabe 1 oder 2 wurden im Unterricht gefestigt, dann
aber mit anderen Zahlen. Die Aufgaben 3 und 4 wurden auch mit ahnli-
chem Zahlenmaterial im Unterricht nicht behandelt.

Schilerinnen und Schiler, die die Aufgabe 1 |I6sen, kénnen prinzipiell in zwei In-
terpretationsklassen eingeteilt werden. Entweder gehotren sie zu den ,Richtig-
Losern™ oder zu den ,Falsch-Ldsern™, wobei sie auch dann zur zweiten Klasse ge-
zahlt werden, wenn sie keine Losung angeben. Falls sie zu den ,Richtig-Lésern®
gehoren, hat man keine Befunde darlber, wie sie die Losung ermittelt haben.

Schuilerinnen und Schiler, die die Aufgabe 2 I6sen, kénnen mit der Beantwortung
der ersten Teilaufgabe: ,Gib die Nullstellen ... an.“ zunachst auch in die o. g. In-
terpretationsklassen eingeteilt werden. Mit der Ausfihrung der anschlieBenden
Teilaufgabe kann jede der beiden Klassen weitere Auskunft darlber geben, ob
die Beschreibungen eher flir ein verstandnisorientiertes Losen gedeutet werden
konnen oder nicht. Gelegentlich kénnen auch aus derartigen Beschreibungen
richtige oder falsche Vorstellungen von Fachbegriffen oder angewendeten Routi-
neverfahren erkannt werden. Die Individualitat in der Lésung zeigt sich mit einer
normierten und eventuell eintrainierten Standardformulierung nicht zwangslaufig.
Die Eigenproduktionen der Schilerinnen und Schuler bilden die Basis fur eine
kompetenzorientierte Diagnose und sollen nicht nur Informationen Uber das
normative Handelnkénnen liefern, sondern auch darstellen, inwieweit der zu For-
dernde die zum Koénnen immanenten Sachverhalte auch tatsachlich verstanden
hat. Professor Dr. Hartmut von Hentig schreibt: ,Eine Kompetenz ist eine kom-
plexe Fahigkeit, die sich aus richtigem Wahrnehmen, Urteilen und Handelnkdn-
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nen zusammensetzt und darum notwendig das Verstehen der wichtigsten Sach-
verhalte voraussetzt."*

Die Aufgaben 3 und 4 erwarten grundsatzlich individuelle Lésungswege. Durch
zusatzliches Explorieren wird das Identifizieren des Begriffs Nullstelle aus einer
Wertetafel oder einem Grafen eingefordert.

Fir den Nachweis der Teilkompetenzen werden von der Lehrkraft passend zur
Vorgeschichte Indikatoren festgelegt.

Fokussierte Teilkompetenzen Indikatoren

Gleichungen manuell I6sen. Losungsverfahren:
p-g-Losungsformel anwenden, Line-
arfaktoren und Satz vom Nullpro-
dukt erkennen.

Kennzeichnende Eigenschaft, wie die Aus der Tabelle x-Wert ablesen, so
der Nullstelle, aus verschiedenen dass y=0 gilt.
Funktionsdarstellungen kennen.

Man sagt, das Potenzial der Aufgaben 3 und 4 ist hoher als das von 1 oder 2,
denn mit den in Aufgaben 3 und 4 festgelegten Indikatoren kénnen die fokussier-
ten Teilkompetenzen indirekt Uberprift werden.

Vergleicht man die Anforderungen von Aufgabe 3 mit denen von Aufgabe 4, so
zeigt sich, dass die Aufgabe 3 eine hohere Validitat besitzt als die Aufgabe 4,
denn beim Identifizieren der Nullstellen fehlen in den Darstellungen der Aufgabe
4 die zahlenmaBigen Beschriftungen an den Achsen. Nur Uber die Informationen
aus der Statuszeile kann Uber Umwege die Gleichung der Funktion f ermittelt
werden. Eine zusatzliche Kompetenz (Leitidee Vernetzen: verschiedene Darstel-
lungsformen einer Funktion ineinander Ubersetzen) kommt automatisch ins Spiel
und Uberlagert den bereits festgelegten Kompetenzschwerpunkt.

Zusammenfassung: Wenn man selbst kompetenzorientierte Diagnoseaufgaben
entwickeln moéchte, so sollten drei Kriterien erflllt werden:

(1) Individuelle Lernwege offnen: Die Eigenproduktionen der Schilerinnen
und Schuler sollen auf individuelles Ldsen und zugehdérigen Sachverstand
schlieBen lassen. Schulervorstellungen sollen transparent gemacht werden.

(2) Kognition und Metakognition: Die Aufgaben sollen méglichst offen ges-
taltet sein. Mit Operatoren, wie beispielsweise Beschreiben, Erlautern oder
Interpretieren wird der individuelle Léseprozess nach Starken und Schwa-
chen durchleuchtet. Von den Schilerinnen und Schilern werden kognitive
Fahigkeiten abverlangt. Die Lehrkraft kann dadurch erfahren, wie die
Schuilerinnen und Schiler ihren eigenen Ldseprozess steuern. Benutzen sie
Skizzen, greifen Sie auf bekannte Losungsverfahren zurick, fihren sie ge-
eignete Bezeichner ein usw.

(3) Validitat: In Bezug auf den festgelegten Kompetenzschwerpunkt Gber den
diagnostiziert werden soll, sollen die Aufgaben Uber entsprechende Validi-
tiét verfligen, so dass eine Uberlagerung zu einer anderen, nicht im Fokus
stehenden Kompetenzen, von vorn herein vermieden werden kann.

4 Bildungsplan 2004, Allgemein bildendes Gymnasium Baden Wirttemberg, Seite 10.
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3.3 Lernstandsdiagnosen als Eingangstest

Der Erfolg eines individuellen Kompetenzerwerbs hangt maBgeblich davon ab,
Uber welche Kompetenzen der zu Lernende bereits verfugt. Um die Rahmenbe-
dingungen flr selbstregulierendes Lernen auf den individuellen Lernprozess ab-
stimmen zu kénnen, ist ein Kompetenztest noch vor dem neuen Kompetenzer-
werb sinnvoll.

Mit dem folgenden Auftrag erhalten Schilerinnen und Schiler die Moéglichkeit, ihr
Wissen und Kdénnen vor Einfuhrung des Themas ,Addition und Subtraktion von
Bruchzahlen im Bereich der rationalen Zahlen™ notenfrei priifen zu lassen.

Beispielauftrag: Lies dir beide Aufgaben durch und wéhle eine von beiden aus.
Suche nach einer Lésung. Kommentiere deine Uberlegungen ausfihrlich, auch

deine Irrtimer. Triffst du Entscheidungen, so begrinde diese kurz. Du darfst den
Taschenrechner einsetzen.

Aufgabe 1 Aufgabe 2
LI, L1_sss a,0.o
3 3 [] 3 3 411
(I) Gib drei Zahlen an, die man in | (III) Gib drei Zahlen an, die man in
die Kastchen einsetzen kann, so die Kastchen einsetzen kann, so
dass die Gleichung stimmt. dass die Gleichung stimmt.
(II) Gib drei Zahlen an, die man in | (IV) Gib drei Zahlen an, die man in
die Kastchen einsetzen kann, so die Kastchen einsetzen kann, so
dass die Gleichung stimmt. Be- dass die Gleichung stimmt. Be-
dingung: Im Nennerkastchen dingung: Im Zahlerkastchen des
des Ergebnisses soll eine Zahl Ergebnisses soll eine Zahl gréBer
gréBer als 5 stehen. als 500 stehen.

Was leistet diese Testaufgabe noch? In einem Diagnosetest kann auch die
volitionale Fahigkeit der Schilerinnen und Schiler getestet werden. Im Mittel-
punkt steht dabei die Frage: Wachst die Bereitschaft zur Aufrechterhaltung des
Loseverhaltens einer Schilerin oder eines Schilers, wenn bei Auftreten von indi-
viduellen Loseproblemen die Unterstitzung von Hilfekarten angeboten wird?

Jede Hilfekarte liefert eine oder mehrere Unterstlitzungen und enthalt zum Teil
auch Aufgaben zum selbststandigen Weiterarbeiten am Problemthema.
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Hilfe 1 zur Problemldsung - ein Lernplakat mit verwandten Themen:
Wie gut kennst du dich bei diesen Themen noch aus? Denke dir jeweils 2 Bei-
spielaufgaben aus und l6se sie.

Addition von
Brichen mit
gleichen Nennern

Addition von
Vergleichen von Brichen mit dem
Briichen Aufgaben 1 oder 2 Taschenrechner

(siehe Hilfe 2)

Erweitern und
Klrzen von
Briichen

Hilfe 2 zur Problemlésung: Dein Tascherechner kann dir die Rechnungen, die du
vielleicht noch nicht so sicher beherrschst, abnehmen. Hier drei Beispiele.

Hilfsmittel: Taschenrechner S-4+3-94rFrac
5 3 2 3 2 3
AV A S A 2<4+3-4Frac

24
So kdénnen Briche mit deinem Taschenrechner <r8+3-8rFrac 5.0
addiert werden. Probier es aus.

Du kannst den Taschenrechner auch fir alle deine Kontrollrechnungen einset-
zen.

Der Lernende fertigt zur weiteren Begutachtung seines individuellen Lernprozes-
ses ein Lernprotokoll zu folgenden Fragen an:
1. Warum hast du dich fir Aufgabe (1) bzw. (2) entschieden?
2. War die ausgewahlte Aufgabe flr dich schwer O, mittelschwer O oder
leicht O? Kreuze Zutreffendes an.
3. War die Bearbeitungszeit fir dich ausreichend?
4. Wie sicher bist du bei den Themen, die auf dem Lernplakat (siehe Hilfe
1) stehen? Schreibe zu jedem dieser Themen eine Kurzeinschatzung auf.
Du kannst folgende Antwortmuster nutzen:
(A) Ich kenne mich bei dem Thema... gut aus und kann Beispiels-
aufgaben selber finden und diese auch I6sen.
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(B) Ich kenne mich bei dem Thema... nicht gut aus. Beispiels-
aufgaben selber zu finden und diese auch zu lésen, fallt mir

schwer.
5. Die Hilfekarten mit der(n) Nummer(n) ... .... habe ich benutzt.
6. Wie sicher bist du, wenn du deinen eigenen Ldsungsweg beschreiben

sollst?

Die Auswahl von Beispielsaufgaben, wie sie in Hilfe 1 gefordert werden, kénnen
Indikatoren zur Einschatzungen fur Starken oder Defizite sein. Wenn Schilerin-
nen und Schduler sich trotz der beiden Hilfekarten nicht der Problemlésung nahern
kénnen, dann kann man auch auf einfachere Aufgaben zurlickgreifen, wie zum
Beispiel: Denke dir mit deinem Sitznachbarn bzw. deiner Sitznachbarin méglichst
viele Additionsaufgaben mit Brichen aus, die die Zahl

> (%) als Ergebnis haben. Stellt euch ahnliche Aufgaben.

14

Nach dem Besprechen der Diagnoseaufgaben sollten Schilerinnen und Schiler
immer die Moglichkeit erhalten, ihre Lésungswege abzuandern. Um die Hinzu-
fligungen oder Anderungen sichtbar zu machen, sollten die Schiilerinnen und
Schiler mit einer anderen Farbe verbessern.

3.4 Analyse einer Schiilerlésung mit Angabe von Férderschwerpunkten

Der Schiler Marc C., Realschiler einer 9. Klasse, bearbeitet in 20 Minuten den
Aufgabe 1 aus dem Beispielauftrag von Seite 10.

Eigenproduktionen von Marc C. Die individuellen Auffalligkeiten
Aufgabe 1, die erscheint mir Idsbar. Individuelle Entscheidung, oh- 0
Ich weiB nicht mehr wie die Bruch- ne Begrundung.

rechnung geht.

Zahler oben? Nenner unter? Begriffsunsicherheit. -
Kann man die Zahler einfach addie- Erinnert sich an gelernte Stra- +
ren? tegie.

Ja, geht. Habe es mit dem TR aus- Kontrolliertes Handeln. +
probiert.

680/3; 5/3; 685/3
408/5; 3/5; 411/5

Ich multipliziere die 680 mit 3 zu Fehlvorstellung: Bruch als -
einem Ganzen und teile dies dann Ganzes.
durch 5.

680/3 sind 408/5; 5/3 sind 3/5;
685/3 sind 411/5.
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Alles Quatsch! Der Nenner soll ja
groB3er sein als 5!

Es gibt keinen Nenner groBer als 5!

Aufgabe 1/(II) ist nicht lésbar. Ich
kann keinen gemeinsamen Nenner
finden.

Problemldseorientiert.

Frihzeitige Entscheidung.

Es soll also ein Ergebnis Uber 5 ge-
ben, ja welches?

Perspektivwechsel.

685 multipliziere ich mit drei zu ei-
nem Ganzen. Das sind 2055.

Folge zur Fehlvorstellung:
Bruch als Ganzes.

Ich probiere die 2055 nach und
nach durch 6, 7...14 zu teilen.

Elaborierte Lernstrategie; fin-
det die Erweiterungszahl 137.

2055 lasst sich durch 15 teilen zu
137/15.

Die 15 geht im Nenner.
136/15 + 1/15 = 137/15
137/15 sind in Bezug auf Aufgabe

Keine Kontrollhandlung. -

(D) 685/3.
Ich bin mal gespannt, ob das
stimmt.

Aufgabe 2: Wie kommt man auf 411
im Nenner des Ergebnisses?

Abbruch. Bearbeitungszeit von
20 Minuten ist verstrichen.

Stdrken (+):
- sicher im Addieren von Brlichen, wenn die Nenner gleich sind
- strategiebewusstes Handeln wird durch Perspektivwechsel unterbrochen
- kontrolliertes Handeln teilweise ausgepragt.
Fehlvorstellung:
Wie sieht ein Bruch aus, der ein Ganzes bezeichnet?
Defizite (-):
- Briche erweitern oder kirzen, um gleiche Bruchzahl herzustellen
- Vergleichen von Brichen
- Begriffe: Zahler und Nenner eines Bruches.
Zu fordernde Kompetenzschwerpunkte:
- verschiedene Darstellungsformen von Zahlen kennen
- Zahlen situationsgerecht auswéahlen und ineinander umwandeln
- Zahlen vergleichen und anordnen.
Verstiandnisorientierte Schwerpunkte:
- Was sind Bruche? Wie sind sie aufgebaut?
- Was ist eine Bruchzahl? Wie erweitert und kirzt man einen Bruch?
- Darstellungswechsel: Brlche als Ganzes.
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4, Kompetenzraster

Kompetenzorientiertes Lernen geht davon aus, dass Schiilerinnen und Schiler im
Laufe ihrer Schulzeit fir ihren eigenen Lernprozess zum Lernexperten heranrei-
fen.

~Schilerinnen und Schiler »libernehmen aktive Verantwortung fir sich, indem
sie alles, was im Rahmen des formellen Lernens in der Schule und auch im in-
formellen Lernen auBerhalb der Schule geschieht, immer wieder in Beziehung
setzen zu sich selbst und zur Entwicklung ihrer eigenen Bildungs- und Berufsbio-
graphie« (Ebner/Fritz 2008, S. 37). Individuelles Férdern im Unterricht bedeutet:
Lehrerinnen und Lehrer sind aufgefordert, Schilerinnen und Schiler kompetent
zu machen, ihr Lernen selbst zu steuern und zu verantworten. Die Lehrkraft, die
individuell férdert, plant, organisiert und begleitet individuelle Lernprozesse,
denn diese lassen sich nur eingeschrénkt lehren. Damit wird individuelle Férde-
rung zu einer Kernaufgabe in einer verdnderten Lernkultur werden."”

4.1 Was sind Kompetenzraster? Welche Ziele werden mit ihnen ver-
folgt?

Um Lernerfolge und Lernfortschritte aus persdnlich definierten Zielen besser
selbststandig planen und realisieren zu kdénnen und um die Fahigkeiten zur
Selbsteinschatzung eigener Lernleistungen zu konsolidieren, dienen zur Orientie-
rung der Schilerinnen und Schuler, aber auch fiur Lehrer und Eltern, so genannte
Kompetenzraster. Anhand von Referenztabellen werden in den einzelnen Unter-
richtsfachern Inhalte und Qualitatsmerkmale von Aufgaben in verschiedenen Ni-
veaustufen im Spiegel zum unmittelbaren Unterricht in prazisen ,Ich-Kann-
Formulierungen™ definiert. Kompetenzinhalte aus dem Bildungsplan werden so
fur Schilerinnen und Schiler und Eltern transparent gemacht.

Die Rolle der Lehrkraft vor/im und nach dem Unterricht wird dabei im Wesentli-
chen von den Tatigkeiten des Beobachtens, des Beschreibens, des Begleitens und
des Bewertens individueller Lernarbeit bestimmt (,,Vier B-Prinzip"®).

Die fachdidaktische Verantwortung der Lehrkraft bei der Planung ihres Unter-
richts verliert dabei nicht an Bedeutung, konkurriert aber mit der Verantwortung
eines Mathetikers, der sich wissenschaftlich mit dem Lernen im Allgemeinen be-
schaftigt.

Far jede Lehrkraft eréffnet sich mit den Kompetenzrastern die Mdglichkeit, eine
neue Bewertungsgrundlage von Schilerleistungen einzufiihren. Diese Bewer-
tungsgrundlagen sollen vor allem die Kompetenzentwicklung eines Schilers bzw.
einer Schulerin in einem Unterrichtsfach durch konkrete Leistungskriterien, diffe-
renzierende Indikatoren und Operatoren auf unterschiedlichen Anforderungsni-
veaus widerspiegeln, um ein individuelles Férdern auf unterschiedlichen Leis-
tungsniveaus fur alle Lernenden zielgerichtet und aufgabenorientiert gestalten zu
kdénnen.

Schilerinnen und Schiiler missen die Kompetenzraster nicht nur kennen, son-
dern sie auch verstehen, denn sie sollen mit ihnen im Unterricht und zu Hause
arbeiten. Die in den Kompetenzrastern verwendete Fachsprache sollte sich der
Entwicklungsstufe der Lernenden jeweils anpassen und durch typische exempla-

5. Bohringer, J. Bopp, C. Hack, C. Hartmann-Kurz, T. Stege, G. Zabel, Lernen im Fokus der Kompetenzorien-
tierung, Individuelles Férdern in der Schule durch Beobachten - Beschreiben — Bewerten - Begleiten, Landesin-
stitut flr Schulentwicklung Stuttgart 2009, NL 01, Seite 8.

® Ebenda, Seite 29 ff.
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rische Aufgaben in Form von Lernauftragen in sinnvoller Weise erganzt werden.
Manchmal genligen auch konkrete Hinweise auf das verwendete Schilerbuch.
Das Verstandnis zu den einzelnen Fachtermini, die den Inhalt der Kompetenzras-
ter im Weiteren pragen, korrespondiert und wachst mit dem operativen Unter-
richtsverlauf.

Weitere wichtige Ziele von Kompetenzrastern sind:
~Kompetenzen zu verdeutlichen, so dass die Lernanstrengungen dem an-
gestrebten Niveau angepasst werden kénnen
Schuilerinnen und Schiler dazu zu ermutigen, Verantwortlichkeit fur ihren
eigenen Lernprozess zu Ubernehmen
Lernende in die Erstellung der Bewertungskriterien einzubeziehen und so
ihre Fahigkeit, kritisch zu denken und eigenverantwortlich zu arbeiten, zu
trainieren
Schilerinnen und Schilern ein Vokabular zur Verfigung zu stellen, das sie
zur Einschatzung ihrer Arbeitsleistung befahigt; das Vertrauen der Schile-
rinnen und Schiler darin zu starken, dass das Lernziel erreichbar und die

mdgliche Benotung gerecht ist".’

Kompetenzraster sind immer Interpretationen aus dem Bildungsplan, die auf eine
transparente Kommunikationsebene zwischen Lehrkraft, Schiilerinnen und Schui-
ler und Eltern langfristig geplanter Unterrichtsziele projiziert werden kdnnen.
Kompetenzraster lenken mit Sicherheit den Blick weg von isoliert betrachteten
Inhalten aus dem jeweils in der Schule verwendeten Mathematiklehrbuch und
machen einen Seitenplan flr Lehrkrafte (und zum Teil auch fir Eltern) Uberflls-
sig, denn mit ihnen wird ein Uberblick geschaffen, der Auskunft geben sollte {-
ber:
- die Lernfortschritte, die die einzelnen Schiilerinnen und Schiler innerhalb
von 2 Schuljahren machen und
- welche Ziele die Lernenden im gleichen Zeitraum selbst erreichen kénnen
und sich tatsachlich auch vorgenommen haben.

Ein einheitliches Verstandnis darlber, wie Kompetenzraster zu gestalten sind,
gibt es derzeit (noch) nicht. Durchsetzen wird sich wahrscheinlich die Matrixdar-
stellung.

An einem Beispiel (siehe Anhang), wird dargelegt, wie Kompetenzraster im Fach
Mathematik, bezogen auf eine Lerneinheit, aussehen kénnen. In vertikaler Rich-
tung wird der Aspekt der Unterrichtsinhalte hervorgehoben. In horizontaler Rich-
tung werden drei Anforderungsbereiche dargestellt, die sich inhaltlich an denen
der KMK-Bildungsstandards orientieren. Ausdricklich wird darauf hingewiesen,
dass das theoretische Anspruchsniveau der drei Anforderungsbereiche keinesfalls
mit der empirischen Schwierigkeit verwechselt werden sollte. Die Inhalte der ein-
zelnen Matrixzellen kénnen in ihrer Bedeutung mit einer Verknipfung aus fachli-
chen Teilkompetenzen und den zu unterrichtenden Inhalten in verschiedenen Ni-
veaustufen Ubersetzt werden. Die Idee, Teilkompetenzen an konkrete Unter-
richtsinhalte zu knUpfen, erleichtert Schilerinnen und Schilern die Vorstellung
dariber, wie ihre individuelle ziel- und aufgabenorientierte Foérderung in Anleh-
nung zum erlebten Unterricht allmahlich an Gestalt und Umfang gewinnen kann.

. Bohringer, J. Bopp, C. Hack, C. Hartmann-Kurz, T. Stege, G. Zabel, Lernen im Fokus der Kompetenzorien-
tierung, Individuelles Férdern in der Schule durch Beobachten - Beschreiben — Bewerten - Begleiten, Landesin-
stitut fur Schulentwicklung Stuttgart 2009, NL 01, Seite 38.
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Beispiel fiir die Darstellung einer fachlich orientierten Kompetenz

Kompetenzraster flr Schiler: Addieren und Subtrahieren rationaler Zahlen.

Inhaltliche Gliederung

Anfanger (Ich kann...)

Fortgeschrittene (ich kann...)

Experte (ich kann...)

(1) Addition positiver rationaler
Zahlen in Bruchschreibweise
mittels Rastermodell.

- am Rastermodell zwei positive Briiche dar-
stellen und nach Anleitung addieren.

- Additionsaufgaben, die bereits geldst wur-
den, auch umkehren,

- mit dem TR rationale Zahlen addie-
ren/subtrahieren

- eine Beschreibung fur die Rasteraddition
liefern.

- an den Nennem erkennen, ob ein gestreif-
tes Rastermodell fir die Addition von zwei
positiven Briichen ausreichend ist und in
diesem Kontext den Begriff .einfaches Ras-
ter" sinnvoll benutzen

ohne das Rastermodell zu skizzieren, ab-
sthatzen, ob die Summe von zwei positiven
Briichen Kleiner oder gleich 1 oder gréfer
als 1 ist.

(2) Addition und Subtraktion
rationaler Zahlen in Bruch-
schreibweise.

zwei rationale Zahlen in der Bruchschreib-
weise nach einer Strategie (in Anlehnung
zur Addition und Subtraktion ganzer Zahlen)
addieren/sublrahieren (bei einfachen Bri-
chen auch im Kopf).

- die Zwischenrechnungen aus einer Strate-
gie ausfiihren, um nicht selbst hergestelite
Ergebnisse (z B. TR-Ergebnis) zu bestati-
gen oder zu widerlegen

mittels Zahlenbeispielen in Worten be-

schreiben, wie man schrittweise vorgehen

kann, um zwei rationale Zahlen in der

Bruchschreibweise zu addie-

ren/sublrahieren.

eine rationale Zahl in der Bruchschreibweise

mittels Summen oder Differenzen aus ande-

ren rationalen Zahlen darstellen.

- Rechenfehler aus einfach strukturierien
Zahltermen aufdecken und erklaren

- aus Summen- und Differenzengleichungen

den Platzhalter fir Zahler oder Nenner aus

dem Bereich der ganzen Zahlen bestimmen

anders lautende Regeln zur Additi-
on/Subtraktion rationaler Zahlen an Zahlen-
beispielen testen, auf ihre Brauchbarkeit
Uber einen Zahlenbereich prufen und be-
werten (auch Testungen am TR).
Rechenfehler aus komplexeren Zahltermen
aufdecken und erklaren.

rationale Lasungen von Ungleichungen fur
Absténde auf der Zahlengerade realisieren.

(3) Addition und Subtraktion
rationaler Zahlen in Dezimal-
schreibweise.

Zwei rationale Zahlen in der Dezimal-
schreibweise nach einer Strategie schriftlich
addieren/subtrahieren (bei einfachen Dezi-
malbrichen auch im Kopf).

der Dezimalschreibweise durch die Additi-
on/Subtraktion rationaler Zahlen in Bruch-
schreibweise begriinden

eine rationale Zahl in der Dezimalschreib-
weise mittels Summen oder Differenzen aus
anderen rationalen Zahlen darstellen.
einfache Textaufgaben Iosen, bei denen das
Addieren/Subtrahieren rationaler Zahlen
(keine bevorzugte Schreibweise) sinnstif-
tend ist

Rechenfehler aus einfachen Zahltermen
aufdecken und erklaren.

Zahlenmauem und magische Quadrate zur
Addition/Subtraktion mit rationalen Zahlen
aufbauen.

'

'

mit dem TR Bruche vereinfachen, die im
Zéhler oder Nenner Summen oder Differen-
zen haben.

(4) Rundefi und Uberschlags-
rechnung pei rationalen Zah-

- rationale Zahlen und GréBenwerte in Dezi-
malschreibweise auf eine vorgegebene Stel

die kleinste mogliche Zahl und die gro&t-
mogliche Zanl angeben, die en bestimmtes

- Summen und Differenzen durch Mindest-

bzw. Hochstwerte aus dem Bereich der

durch Summen darstelien

einfache Rechenvorteile erkennen und nut-
zen

erkennen und mithilfe von Rechengesetzen
begrinden.

len. le runden. Rundungsergebnis zulassen. ganzen Zahlen abschatzen.
- fur genaue Angaben rationale Zahlen in - den TR als Rechenhilfsmittel nach eigenem
passender Form darstellen. Ermessen zum Rechnen mit Zahlen und
- fiir Summen und Differenzen Uberschlags- GroRen sinnvoll einsetzen
rechnungen durchfihren und Rechenergeb-
nisse damit kontrollieren.
(5) Geschicktes Rechnen. - Summen durch Differenzen und Differenzen - in Summen und Differenzen Rechenvorteile - mir Aufgaben zur Addition/Subtraktion mit

rationalen Zahlen ausdenken, bei denen
Rechenvorteile erkennbar sind.

A3:

Ich kann zwei

rationale Zahlen
nach einer Strategie schriftlich addieren/subtrahieren.

in der Dezimalschreibweise

Analyse der Verkniipfung:

Fachliche Inhalt Teilkompetenz Anforderungs-

Kompetenz als Bereich I

P (Reproduzieren,
Realisieren und
Identifizieren)

Grundrechenar- Grundre- Ich kann zwei ra- Nach einer Stra-

ten bei rationa- chenarten: tionale Zahlen in tegie.

len Zahlen im - Dezimalschreib-

Kopf, schriftlich, ﬁ:gltlon weise  schriftlich

in  komplexeren . addieren und

Fallen mit Re- Subtraktion subtrahieren.

chenhilfsmitteln

durchfihren.
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4.2 Wie konnen ausgewadhlte Kompetenzen aus dem iiberfachlichen
Bereich in das Kompetenzraster implementiert werden?

Beispiel 1
Zur Entstehungsgeschichte des Inhaltes des Kompetenzfeldes Al: ,Ich kann am
Rastermodell zwei positive Brliche darstellen und nach Anleitung addieren.”

Analyse der Verknipfung:

Uberfach- Fachliche Inhalt Teilkompe- Anforde-
liche Kom- | Kompetenz tenz rungs-
petenz aus | als bereich I
Kommuni- Normative

zieren

Mathemati- - Grundre- Ich kann am Standard-

sche Sach- chenarten: Rastermodell | darstellungen

verhalte Addition zwei positive | von mathe-
mithilfe von und Briche matischen

Sprache, Subtraktion | darstellen. Objekten und

Bildern und Situationen

Symbolen anfertigen

beschreiben und nutzen.

und veran-

schauli-

chen.

- élrﬂg;:*tehc?e%?r— Grundre- Ich kann am Nach ei_ner
ten bei rationa- cher_1&_1rten: Ras’germt_x_jell Strategie
len Zahlen im Addition Zwei positive
Kopf, schriftlich und . Briiche dar-
in ko,mplexeren’ Subtraktion | stellen und_

Fallen mit Re- nach Anl?'-
. ) tung addie-
chenhilfsmitteln ren
durchfihren. )
Beispiel 2

Zur Entstehungsgeschichte des Inhaltes des Kompetenzfeldes F1: ,Ich kann eine
Beschreibung fur die Rasteraddition liefern.”
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Uberfach- | Fachliche Inhalt Teilkompe- Anforde-
liche Kom- | Kompetenz tenz rungs-
petenz aus | als bereich 11
Kommuni- Normative
zieren
Losungsan- | . Grundre- Ich kann eine | \/arstandli-
satze be- chenarten: | Beschreibung | ne iy ger
schreiben Addition far die Regel mehr-
und begriin- und Rasteradditi- | ¢cprittige
den. Subtraktion | ©On liefern. Darlegung
von Losungs-
wegen, Uber-
legungen und
Ergebnissen.

4.3 Die strategischen Kompetenzbereiche des Mathematikunterrichts
und ihre Anforderungsbereiche

Fir den mittleren Schulabschluss werden sechs mathematische Kompetenzen
unterschieden, die flir das breite Spektrum mathematischen Arbeitens von stra-
tegischer Bedeutung sind:

(I) Mathematisch kommunizieren.

(II) Probleme mathematisch l6sen.

(III) Mit Mathematik symbolisch/formal/technisch umgehen.

(IV) Mathematisch argumentieren.

(V) Mathematisch modellieren.

(VI) Mathematische Darstellungen verwenden.

(I) Die Kompetenz ,Mathematisch kommunizieren™
umreiBt zwei Zielfragen: Sind Schulerinnen und Schiler in der Lage:

a) einen mathematischen Text oder einen mundlichen Fachbeitrag aufzuneh-
men, ihn in seiner Gesamtaussage zu verstehen oder auch zu bewerten
und

b) beim muindlichen oder schriftlichen Darstellen eigener Aussagen und Pra-
sentieren komplexer Sachverhalte die Fachsprache adaquat zu bedienen
und dabei in der Sache verstandlich zu bleiben?

Fur beide Aspekte ist entscheidend, ob die benutzte Sprache, einschlieBlich der
Elemente der Fachsprache, einen externen Adressaten, wie beispielsweise die
Lehrkraft oder die in der Klasse sitzenden Mitschilerinnen und Mitschller errei-
chen kann.

Eine Stufung einer madglichen Schilerleistung richtet sich nach einer Eingruppie-
rung der Anforderungen kommunikativer Aufgaben, wie folgt:
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Anforderungsbereich

I

Anforderungsbereich

II

Anforderungsbereich

III

Darlegung einfacher
mathematischer
Sachverhalte.

Identifikation und
Auswahl von Infor-
mationen aus
kurzen mathema-
tikhaltigen Texten
(die Ordnung der
Informationen im
Text entspricht wei-
testgehend den
Schritten der ma-
thematischen Bear-
beitung).

Verstandliche, in der
Regel mehrschrittige
Darlegung von
Lésungswegen, U-
berlegungen und Er-
gebnissen.

AuBerungen (richti-
ge, aber auch fehler-
hafte) von anderen
Personen zu mathe-
matischen Texten in-
terpretieren.

Identifikation und
Auswahl von Infor-
mationen aus ma-

Entwickeln einer ko-
harenten und voll-
standigen Prasenta-
tion eines komplexen
Losungs- oder Argu-
mentationsprozes-
ses.

Komplexe mathema-
tische Texte erfas-
sen.

AuBerungen von
anderen vergleichen,
bewerten und gege-
benenfalls korrigie-
ren.

thematikhaltigen
Texten (die Ordnung
der Informationen im
Text entspricht nicht
unmittelbar den
Schritten der
mathematischen
Bearbeitung).

In meinem Unterricht setze ich bei der Entwicklung der Teilkompetenz: ,Sich ei-
nen mathematischen Fachtext zu Eigen zu machen." eine Methodenfolie ein. Die-
se Folie finden Sie auf Seite 65 im Anhang.

(II) Die Kompetenz ,,Probleme mathematisch lésen.™

Fasst jede Mathematikaufgabe kann flr eine Schulerin oder einen Schiler als
momentane Problemaufgabe gezdhlt werden. Allerdings muss im Moment der
Losungsabsicht der Lernende die Situation vorfinden, dass die Aufgabe eine ver-
deckte oder zum Zeitpunkt des Stellens der Aufgabe eine noch unbekannte L6-
sungsstruktur enthalt.

Die erforderliche Kompetenz erstreckt sich Uber zwei Aspekte: Verfligen Schile-
rinnen und Schiler hinreichend Uber allgemeine Techniken und Strategien, die
zur:

a) Auffindung von mathematischen Lésungsideen oder —wegen und

b) zur Reflexion und zur Steuerung des eigenen (manchmal auch des nicht
eigenen) Loseprozesses beitragen kénnen?

Die Anforderungen der Problemldseaufgaben kdénnen sich wie folgt unterschei-
den:
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Anforderungsbereich Anforderungsbereich | Anforderungsbereich
I II I1I

Konstruieren einer
elaborierten Strategie
(beispielsweise Stra-
tegie mit vollstandi-
ger Fallunterschei-
dung).

Losen einer einfachen
mathematischen Auf-
gabenstellung durch

Finden eines Losungs-
weges zu einer Prob-
lemstellung durch ein
Identifikation und mehrschrittiges stra-
Auswahl einer nahe tegiegestltztes Vorge-
liegenden Strategie. hen.

Reflektieren Uber
verschiedene
Losungswege.

(III) Die Kompetenz , Mit Mathematik symbolisch/formal/technisch um-
gehen.™

Zu dieser Kompetenz kdnnen im Wesentlichen finf Aspekte genannt werden:
Die Schulerinnen und Schiler verfigen Uber folgende Teilkompetenzen:
a) das Kennen von Definitionen, Satzen und Algorithmen oder Formeln

b) den sicheren formalen Umgang mit Variablen, Termen, Funktionen, Glei-
chungen und Ungleichungen

c) das Ausflihren geometrischer Grundkonstruktionen

d) den sicheren und effektiven Umgang von erlaubten Hilfsmitteln, wie zum
Beispiel: Formelsammlung, Taschenrechner oder geeigneter Computer-
software

e) das Anwenden grundlegender logischer Regeln, wie zum Beispiel: des
Negierens oder Umkehrens von Wenn-dann-Aussagen oder den formalen
Umgang von Existenz- oder Allaussagen.

Eine entsprechende Stufung innerhalb dieses Anforderungsbereiches lasst sich so
beschreiben:

Anforderungsbereich Anforderungsbereich | Anforderungsbereich

I

II

II1

Verwenden elemen-
tarer Losungsverfah-
ren.

Direktes Anwenden
von Formeln und
Symbolen.

Direktes Nutzen ein-
facher mathemati-
scher Werkzeuge
(beispielsweise For-
melsammlung, Ta-
schenrechner).

Mehrschrittige An-
wendung formal ma-
thematischer Proze-
duren.

Umgang mit Variab-
len, Termen, Glei-
chungen und Funk-
tionen im Kontext.

Mathematische
Werkzeuge je nach
Situation und Zweck
gezielt auswahlen
und einsetzen.

Durchfihren kom-
plexer Prozeduren.

Bewertung von Lo-
sungs- und Kontroll-
verfahren.

Reflektieren der
Mdéglichkeiten und
Grenzen mathemati-
scher Werkzeuge.
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(IV) Die Kompetenz ,Mathematisch argumentieren.™

Zwei erganzende Aspekte pragen diese Kompetenz: Die Schuilerinnen und Schu-

ler sind in der Lage:

a) mathematische Aussagen durch folgerichtige Argumentationsketten auf
der Basis gelernter Definitionen und Satze miteinander zu verbinden (wie
zum Beispiel das Begrindungen von Entscheidungen und Ergebnissen, das

Beweisen oder Herleiten) und

b) verschiedene Argumentationsformen (wie zum Beispiel die Einhaltung der
Gultigkeit mathematischer Verfahren oder Formeln; alle Félle einer voll-
standigen Fallunterscheidung aufzulisten und im Einzelnen auch zu be-
grinden oder eine Allaussage durch ein passendes Gegenbeispiel widerle-

gen) kritisch zu betrachten und zu bewerten.

Zu dieser Kompetenz werden entsprechende Aufgaben nach drei Anforderungs-

bereichen unterschieden:

Anforderungsbereich | Anforderungsbereich

Anforderungsbereich

I

II

I1I

Bekannte Definitio-
nen, Satze, Regeln,
Verfahren und Herlei-
tungen wiedergeben
und an einfachen Bei-
spielen anwenden.

Einfache rechnerische
Begrindungen lie-
fern.

Mit Alltagswissen
argumentieren.

Uberschaubare mehr-
schrittige Argumenta-
tionen nachvollziehen
und diese an Beispie-
len erlautern oder
entwickeln.

Komplexe Argumenta-
tionen nutzen, erlau-
tern oder entwickeln.

Verschiedene Argu-
mente nach Kriterien,
wie Reichweite und
Schlissigkeit bewer-
ten.

(V) Die Kompetenz ,Mathematisch modellieren.™

Ein mathematisches Modell stellt ein vereinfachtes Abbild der Realitat dar, wobei
mit dem Abbild mathematische Beschreibungen geliefert werden. Mit Hilfe eines
mathematischen Modells konnen bei einem festgelegten Anfangsszenario inner-

halb eines Glltigkeitsbereiches Vorhersagen getroffen werden.

Die mit der Uberschrift verbundene Kompetenz ist sehr komplex aufgebaut und

kann durch flinf Teilaspekte eines Modellkreislaufes erfasst werden:
a) Einer Situation wird ein Problem zugeschrieben.

b) FlUr einen strukturierten Entwurf der Problemsituation werden Vereinfa-

chungen vor- bzw. angenommen.

c) Dem strukturierten Entwurf der Problemsituation werden mathematischen

Symbole zugeordnet.
d) Geeignete Losungsverfahren produzieren eine mathematische Losung.
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e) Die mathematische Lésung wird in eine zur Realitat bezogenen Kontextlo-
sung Ubersetzt und auf ihren Aussagegehalt in Beziehung zur Realitat G-
berprift.

Jedem der funf Teilaspekte kdnnen Teilkompetenzen zugewiesen werden:

Die Schulerinnen und Schdler sind in der Lage,
a) aus einer beschriebenen Situation eine Problemaufgabe abzuleiten;
b) Vereinfachungen aus Entwlirfen zu erkennen oder selbst anzunehmen;
c) eine Ubersetzung in die Mathematik vorzunehmen;

d) ein geeignetes Losungsverfahren zu bestimmen und mit deren Hilfe eine
mathematische Losung herbeizufihren;

e) aus der mathematischen Lésung eine kontextbezogene Lésung zu inter-
pretieren und diese auf ihren Realitatsbezug zu Uberprifen.

Die Teilkompetenz d) zeigt inhaltliche Uberschneidungen zu den Kompetenzen
der Leitlinie Algorithmus.

Drei Anforderungsbereiche werden wieder unterschieden:

Anforderungsbereich Anforderungsbereich Anforderungsbereich

I II III1
Vertraute und direkt Mehrschrittige Model- Ein Modell zu einer
erkennbare Stan- lierungen innerhalb komplexen Situation
dardmodelle nutzen. weniger und klar bilden, bei der die
formulierter Ein- Annahmen, Variablen,

Direktes Uberfiihren
einer Realsituation in
die Mathematik.

schrankungen vor- Beziehungen und Ein-
nehmen. schrankungen neu de-

. . finiert werden mus-
Direktes Interpretie- Ergebnisse einer sol- sen.
ren eines mathemati- chen Modellierung in- . y
schen Resultats. terpretieren. Uberprufen_, Bewerten
Ein mathematisches und Vergleichen von
Modellen.

Modell passenden Re-
alsituationen
zuordnen oder an ver-
anderte Umstande an-
passen.

(VI) Die Kompetenz ,Mathematische Darstellungen verwenden."

Hier werden Kompetenzen erwartet, die auf einen Sinn stiftenden Umgang, wie
das Erstellen, das Verandern, das Ubertragen oder das Interpretieren mathema-
tischer Erscheinungsbilder, wie zum Beispiel:

a) Skizzen

b) Funktionsgrafen
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c) Wertetabellen

d) statistischer Schaubildern

e) Formeln

f) Computerprogrammen u. a. gerichtet sind.

Die mit dieser Kompetenz verbundenen kognitiven Anspriche kénnen wie folgt
gerastert werden:

Anforderungsbereich
I

Anforderungsbereich
II

Anforderungsbereich
III

Standarddarstellungen
von mathematischen
Objekten und Situati-
onen anfertigen und
nutzen.

Gegebene Darstellun-

gen verstandlich inter-
pretieren oder veran-

dern.

Zwischen zwei Darstel-

Unvertraute Darstel-
lungen verstehen und
verwenden.

Eigene Darstellungs-
formen problemada-

lungen wechseln. quat entwickeln.

Verschiedene Formen
der Darstellung
zweckgerichtet beur-
teilen.

Die Bildungsstandards der KMK von 2003 beschreiben die fachbezogenen Kompe-
tenzen, die Schilerinnen und Schiler bis zu gewissen Abschnitten ihrer Schul-
laufbahn erworben haben sollen. Die Bildungsstandards sind in erster Linie Leis-
tungsstandards, aber keinesfalls Unterrichtsstandards. In jedem Fall stellen sie
fir den Unterricht verbindliche Kerninhalte fest. Kompetenzen erfahren erst
durch entsprechende Aufgaben ihre Konkretisierung. Von der kompetenzorien-
tierten Aufgabe kann aber dennoch nicht gesprochen werden, da das Lésen ver-
schiedener Aufgaben auf der gleichen Kompetenz basieren kann.

4.4 Selbststandiges Lernen durch Lernumgebungen organisieren

Kompetenzraster als individuelles Férderinstrument kénnen nur dann zu ihrer
Bestimmung gefihrt werden, wenn Schilerinnen und Schiler materialbasiert
selbststdndig lernen dirfen. So genannte Lernumgebungen tauchen in den letz-
ten Jahren immer mal wieder in didaktischer Literatur als Schlagwort im Kontext
zum selbst organisierten Lernen auf. Was verbirgt sich dahinter?

Eine thematische Abfolge von Aufgaben, inklusive der verwendeten Arbeitsblat-
ter, Tafel- und Folienbilder, Literaturverweise, Internetadressen und passenden
Computerdateien nennt man eine Lernumgebung.

Mit dieser Art von Materialien sollen die Schilerinnen und Schiler zum eigenver-
antwortlichen Arbeiten flr ein komplexeres Thema angeleitet werden. Wechseln-
de Sozialformen, unterschiedlicher Medieneinsatz und Aufgaben mit differenzier-
ten Niveaustufen fordern die Lernenden zum individuellen Kompetenzerwerb her-
aus. Die Lehrkraft Ubernimmt in dieser Lernphase vorrangig die Rolle des Lern-
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moderators und kann so vor allem ihren diagnostischen Beobachtungsaufgaben
gezielt nachgehen.

Beispiel fiir eine Lernumgebung (siehe ab Seite 59 im Anhang)

Thema: Die Umkehrung zum Satz des Thales
Bearbeitungszeit: 3 Unterrichtsstunden
Bildungsplanbezug: Gymnasium, Klasse 8

Ausziige aus dem uberfachlichen Kompetenzbereich:

~Lernen
Informationsquellen, insbesondere mathematische Texte erschlieBen und
fir den Aufbau neuen Wissens nutzen
mit vorgegebenen Arbeitsanweisungen und Hilfsmitteln sich neue Lernin-
halte selbststandig aneignen
den eigenen Lernprozess vorstrukturieren, organisieren und dokumentie-
ren
mit einem Partner oder in einer Gruppe zusammenarbeiten

Begriinden
elementare Regeln und Gesetze der Logik kennen und anwenden
Begrindungstypen und Beweismethoden der Mathematik kennen, gezielt
auswahlen und anwenden
in mathematischen Kontexten Vermutungen entwickeln, formulieren und
untersuchen
gleichartige Strukturen erkennen, verallgemeinern und spezialisieren

Kommunizieren
mathematische Sachverhalte mithilfe von Sprache, Bildern und Symbolen
beschreiben und veranschaulichen
die mathematische Fachsprache angemessen verwenden" ®

Ausziige aus dem fachlichen Kompetenzbereich (vergleiche auch mit KMK-
Hinweise):

»5 Leitidee Raum und Form
auch Satz des Thales behandeln®.

8 Leitidee Vernetzung

Prozesse des Begriindens verstehen und anwenden, insbesondere bei Be-
weisen in der Geometrie;

mathematische Sachverhalte und Problemlésungen verbal beschreiben;
w10

8 Bildungsplan 2004, Aligemein bildendes Gymnasium Baden Wiirttemberg, Seite 92.

1. Steinmayer, Hinweise zur Umsetzung des Bildungsplanes 2004 Gymnasium unter Beachtung der KMK-
Standards, BW-KMK_GYM[1].pdf, 2008, Mathematik, Seite 6.

19 Bildungsplan 2004, Allgemein bildendes Gymnasium Baden Wiirttemberg, Seite 97 ff.
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Nach Aufgabe UMK 7 (siehe Seite 59) wird ein weiterer Beweis (Contraposition
und Fallunterscheidung) zur Umkehrung des Satzes des Thales vorgestellt und
richtet sich vorrangig an interessierte Schilerinnen und Schiler.

Satz des Thales
Punktspiegelung A Voraussetzung,

/ Behauptung

Werkzeugkiste —— Q —— Punktsymmetrie

Zahlen, die durch 10/

teilbar sind v \ punktsymetrisches Rechteck|

Zahlen, die durch 5
teilbar sind

Hausaufgabe: Dein Lernkompass enthalt wichtige Begriffe, die du bereits aus
dem vergangenen Unterricht kennen solltest und die in der nachsten Stunde (al-
so jetzt) in einer Lernumgebung eine besondere Rolle spielen werden. Erlautere
jeden dieser Begriffe an Beispielen.

Zielstellung: Satze in der Mathematik sind immer wahre Aussagen, so auch der
Satz des Thales: Jeder Umfangswinkel Uber einem Halbkreis ist ein rechter Win-
kel.

Fast jeder Satz hat eine Voraussetzung und D

eine Behauptung. Vertauscht man die Voraus-
setzung gegen die Behauptung, so entsteht
eine vollig neue Aussage. In der folgenden
Lernumgebung wirst du erfahren, wie man die
Umkehrung zum Satz des Thales bilden und A 8
beweisen kann.

Cc

4.5.1 Lernauftrage zum Thema: Addieren und Subtrahieren rationaler
Zahlen

Auf der Basis eines Kompetenzrasters, welches im Anhang (siehe Seite 56) ein-
gesehen werden kann, werden zum oben genannten Thema Lernauftrége vorge-
stellt, die fir eine individuelle Erarbeitung und Férderung genutzt werden kén-
nen.

Durch die Aufgaben eines Eingangstestes, gegebenenfalls auch von einer geeig-
neten Lernumgebung begleitet, und den folgenden Lernauftragen wird ein Kon-
strukt deutlich, wie eine individuelle Erarbeitung durch die Lernenden im Unter-
richt erfolgen kann. Die Lehrkraft benennt zu Anfang eines neuen Themenab-
schnittes diejenigen Kompetenzen, die demnachst im Unterricht durch entspre-
chende Lernauftrage weiter ausgebaut werden sollen. Die Schulerinnen und
Schiler setzen sich mit dem Kompetenzraster auseinander und lernen so neue
Kompetenzformulierungen innerhalb des Rasters kennen. Ihre assoziativen Vor-
stellungen zur Bedeutungsfindung der einzelnen Kompetenzformulierungen wer-
den durch die Lernauftrage mafBgeblich unterstitzt.
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Flr das selbst gesteuerte Lernen ist es wichtig, dass sich die Schilerinnen und
Schuiler auch selbststandig kontrollieren kénnen, ob sie die erwarteten Losungen
adaquat gefunden haben. Die Losungen der Lernauftrage sollten den Schilerin-
nen und Schilern fir Kontrollzwecke immer bereitgestellt werden.

Alle Lernauftrage erhalten eine laufende Nummer (Auftrag 1, 2, 3...).
Am rechten Rand der Lernauftragsiberschrift wird Bezug zu den Inhalten der
einzelnen Zellen des Kompetenzrasters genommen. So bedeutet beispielsweise
F4: Es wird eine Lernauftrag angeboten, der eine der beiden Teilkompetenzen
(siehe im Kompetenzraster Spalte F; 4. Zeile, Seite 58) passend unterstutzt:
(1) Ich kann die kleinstmdgliche Zahl und die gréBtmdgliche Zahl angeben, die
ein bestimmtes Rundungsergebnis zulassen.
(2) Ich kann nach eigenem Ermessen den Taschenrechner als Rechenhilfsmit-
tel zum Rechnen mit Zahlen und GréBen sinnvoll einsetzen.

In diesem Zusammenhang werden folgende Abklrzungen verwendet:
A ... Auftrag fir Anfanger

F ... Auftrag fur Fortgeschrittene

E ... Auftrag flr Experten

Si.d.AN. ... Sicherung des Ausgangsniveaus

Wie konnen zwei Briiche geometrisch addiert werden?

Das folgende Beispiel zeigt dir eine Méglichkeit auf, wie du anschaulich Briche
addieren kannst. Es wird die Methode der Rasteraddition vorgestellt. Probiere sie
gleich aus und arbeite nach den vorgegebenen Schritten.

Problem: Wie rechnet man mit der Rasteraddition %+§ genau aus?

Die zugehoérigen Stammbriiche der Aufgabe sind % und %

Erster Schritt:
Skizziere ein Rechteck. Betrachte es als
ganze Flacheneinheit und teile es nach

[EYrN

>

dem ersten Stammbruch % horizontal in

2 gleich groB3e Teile ein. Jedes dieser Tei-

le veranschaulicht den Stammbruch %

Zweiter Schritt:
Skizziere ein gleich groBes Rechteck und
teile es nach dem zweiten Stammbruch

% vertikal in 5 gleich groBe Teile ein. Je-

wuia
(/"l)

(4 FIEN
i
nia

des dieser Teile veranschaulicht den

Stammbruch é
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Zwei Kistchen sind Dritter Schritt:

doppelt schraffiert. Skizziere ein gleich groBes Rechteck und
PR REXS rastere es so, als wirden die ersten bei-
den Rechtecke genau Ubereinander lie-
gen. Jedes Teil veranschaulicht den

Stammbruch 1—10 Schraffiere darin die

Kastchen, die flr die Briiche % und é

stehen. Einige Kastchen werden dabei
doppelt schraffiert.

7, / Vierter Schritt:
Z A A Ordne die Bruchteile neu an, so dass an
\w keiner Stelle doppelt schraffiert werden
:\\ N . muss. Zahle alle schraffierten Bruchteile.
4 2.9 In diesem Beispiel sind es 9 Bruchteile
387 10 von insgesamt 10.
Auftrag 1 ~Meine erste Rasteraddition.™ Al

Bestimme mithilfe einer Rasteraddition die Summe aus % und %

Orientiere dich an den vier Schritten von oben.

Auftrag 2 LUnvollstandige Rasteraddition.” Al

a) Vervollstandige die Rasteraddition durch ein viertes Raster, ohne doppelte
Schraffierung.
b) Welche Briche kénnten hier addiert worden sein?

v,
NN
) @) AW 5)

Auftrag 3 ~Alles unter Kontrolle." F1, Al

Bestimme mithilfe eines Rasters den genauen Wert flr g+%

a) Beschreibe ohne Anleitung dein Vorgehen.

b) Kontrolliere dein Ergebnis mit deinem Taschenrechner.

c) Woran erkennt man am fertigen Raster, dass die Summe in a) gréBer als 1
ist?
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Auftrag 4 ~Nicht viel neues.” Al
Bestimme den Wert des Platzhalters [ ].
1 17 3 17 1 3
a +==— b +—=—= c) ==| |-=
2y 4 20 2y 5 20 ) 4 ] 5

Hilfe: Die Addition ist die Umkehrung der Subtraktion und die Subtraktion die
Umkehrung der Addition.

Beispiel: Du kennst bereits das Kommutativgesetz der Addition ganzer Zahlen:
Summanden kdénnen vertauscht werden. Der Summenwert andert sich dabei
nicht.

Kommutativgesetz der Addition
3+4=7 4+3=7

Umkehrung zur Addition
7-4=3 7-3=4

Alle vier Aufgaben arbeiten mit den gleichen Zahlen.

Auftrag 5 ,Betrachte immer das Ganze." El

Stell dir die Rasteraddition nur vor und bestimme so den Wert des Platzhalters

[]
a) i ]=1 b) g+[]<1 Q) %+[]>1

Auftrag 6 ~Abschatzung zum Ganzen." El

Stell dir die Rasteraddition nur vor und schatze dann ab, welche Aussage richtig
ist.

(A) §+l:1 oder (B) §+l<1 oder (C) §+l>l.
5 3 5 3 5 3

Beschreibe deine Uberlegungen.

Auftrag 7 ~Ein einfaches Raster ist nicht kariert." F1

Beispiel: Ein Raster vereinfachen bedeutet:

Vom karierten Raster zum gestreiften Raster
Sowohl im karierten als auch im gestreiften Raster stellt jeder Bruchte|I den

Stammbruch 2 dar. Vier dieser Teile ergeben jeweils ein Ganzes. Die gestreiften

Raster nennt man die einfachen Raster.
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a) Warum lohnt es sich, bei den folgenden Aufgaben auf eine Karoaufteilung
zu verzichten und dafir einfache Raster zu benutzen?
3 1 5 3 1 3
1) —+— 2) —+— 3) —+—.
()515 ()126 ()48
Hilfe. In welcher Beziehung stehen die Nenner zueinander?

b) Erfinde selbst Additionsaufgaben mit positiven Bruchzahlen, bei denen die
Verwendung einfacher Raster von Vorteil ist.

c) Beschreibe, wie die Briiche aussehen missen, wenn man insbesondere mit
einfachen Rastern rechnen mdéchte.

4.5.2 Lernauftrige zum Thema: Addieren und Subtrahieren rationaler
Zahlen in Bruchschreibweise

Erinnere dich an die frihere Pfeilschreibweise und an das ,Spazierengehen" auf
der Zahlengerade.

Beispiele:
a) 3+7=10 < 3—*7 10,

Geh auf der Zahlengerade vom Punkt ,3" sieben Einheiten nach
rechts. Der Zielpunkt liegt bei 10.

b) 5-9=-4 <5254,

Geh auf der Zahlengerade vom Punkt ,5" neun Einheiten nach links.
Der Zielpunkt liegt bei -4.

Auftrag 8 ~Start-Pfeiloperator-Modell." Si.d.AN.

Die Aussage 1+(—6)=-5 wird an der Zahlengerade illustriert. Dabei wird das

~Start-Pfeiloperator-Modell* angewendet. Am Punkt “Ziel® kann die Summe abge-
lesen werden.

Start1 =1

Operator, = -6

Operator
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a) Skizziere das Bild des ,Start- Start, = 0.6
Pfeiloperator-Modells™ fur
0.6+3.4=4.

. Operator, = 3.4
b) Offne die Geogebra'l-Datei e

»~Bruch_100.ggb".

Vergleiche deine Skizze aus a)
mit dem Bildschirm. Korrigiere
gegebenenfalls deine Skizze.

c¢) An den beiden Schiebereglern
kannst du mit der Maus andere
Zahlen einstellen. Probiere es
aus. Beschreibe kurz, was sich
auf dem Bildschirm verandert.

d) SchlieBe die Datei. Dricke hier-
zu gleichzeitig die Tasten
[A|t]+[F4] Es erscheint ein Dia- A\ Méchten Sie Ihre Anderungen speichern?
|ngenster. K“Cke dann auf E Speichern ”Nichtspeichern” Abbrechen
»~Nicht speichern®.

Auftrag 9 ~Zoomen flr die Dezimalschreibweisen.™ Si.d.AN.

a) Bestimme durch Addieren der beiden Zahlen Start; = 1.8 und Operator;
- 4.4 den genauen Zahlenwert des Punktes Ziel.

b) Offne die Geogebra''-Datei

»Bruch_200.ggb". Nun versuche Start, = 1.8
die Darstellung an der Zahlen-
geraden so zu verdndern, dass Operator, = -4.4

du direkt an der Zahlengeraden
den genauen Zahlenwert flr
,Ziel" ablesen kannst,

Dazu musst du Zoomen und das Ziel Start
geht so: Geh mit dem Mauszei- 4 [ 3: 2 M o0 1 2
ger links Uber das Wort ,Ziel%,
dricke die rechte Maustaste und -
halte sie gedriickt. Ziehe wie im Operator
Bild ein Rechteck auf. Dieses

Rechteck nennt man eine

~Zoombox". Lass die Maus los.

Was hat sich jetzt verandert?

Beschreibe kurz.

Ziel
-2.603 -2.602 -2.601 2.6 -2.599 -2.598 -2.597

c) Lies den genauen Wert flr ,Ziel®
ab. Vergleiche mit a). Nach dreimaligen Zoomen um ,Zie

|\\

11 Was ist GeoGebra? - GeoGebra ist eine Mathematiksoftware, die Geometrie, Algebra und Analysis verbindet.
Sie wird von Markus Hohenwarter und der Universitat Salzburg fiir den Einsatz an Schulen entwickelt. Siehe
unter www.geogerbra.at oder www.geogebra.org. Es handelt sich um Freeware fiir Jedermann.
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d)

Drucke fur Ruckgéngig gleichzei-
tig die beiden Tasten
[Strg]+[Z]. Wiederhole das
Zoomen aus Teilaufgabe a)
mehrmals hintereinander. Was
stellst du fiur den Punkt ,Ziel®
fest? Vergleiche mit Bild.

SchlieBe die Datei. Drlcke hier-
zu gleichzeitig die Tasten
[Alt]+[F4]. Klicke auf ,Nicht
speichern®.

Auftrag 10

~Bruchschreibweisen eintragen.”

Si.d.AN.

a) Offne wieder die Geogebra'!-Datei ,Bruch_200.ggb". Driicke gleichzeitig
die Tasten [Strg]+[Umschalttaste]+[A]. Es offnet sich links ein zweites
Fenster, das Algebrafenster. Vergleiche mit Bild. Wenn du wieder die drei
Tasten drickst, schlieBt sich das Algebrafenster. Probiere es aus.

Mit dem gleichzeitigen Dricken der Tastenkombination [Strg]+[Um-
schalttaste]+[A] kannst du das Algebrafenster 6ffnen und schlieBen.

{®] GeoGebra - Bruch_200.ggb

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

= Freie Objekte
2 Operator, = 4.4
s Start, = 1.8
= Abhéngige Objekte
o A=(1.8, -1.1)
o B=(-2.6, -1.1)
@ Operator = (4.4, 0
2 Start = (1.8, 0)

Bewege: \Wahle oder ziehe ein Objekt (Esc)

Start, = 1.8

Operator, =-4.4

a:x=1.8
b x=-2.6
cery=-1.1
sd=1.1
se=1.1
cu=(-4.4,0)
cv = (4.4, 0)

2 Ziel = (-2.6, 0) 9 -8 7 -6

O

Operator

b) Nun versuche folgende Aufgabe mit dem ,Start-Pfeiloperator-Modell® zu

[6sen:
13 5 13 5
3 2 3 2

—— ——
Start, Operator,
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Geh mit dem Mauszeiger in das Algebrafenster
und klicke zweimal kurz hintereinander auf den
Zahlenwert Start;. Markiere mit der gedrickten
linken Maustaste nur den rechten Zahlenwert
1.8. Uberschreibe diesen Zahlenwert durch -13/3
und dricke [Enter]. Es erscheint die Dezimal-

schreibweise -4.33 als Naherungswert fir —1—;3.
Andere auf gleiche Weise den Zahlenwert fiir
Operator; ab: Operator; = 5/2.

Dricke [Enter].

] GeoGebra - Bruch_200.ggb

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

@ GeoGebra - Bruch_200.ggb

Datei Bearbeiten Ansic

Bewege: Wal

@ Freie Objekte ‘
* Operator_1 = 5/2
-9 Start, = -4.33

s Ziel = (-2.6, 0) -9
ca:x=1.8

Bewege: Wahle oder ziehe ein Objekt (Esc) :
= Freie Objekte 1
@ Operator, = -4.4 Start; = 1.8

> Start, = 1.8
= Abhangige Objekte Operator, = -4.4

o A= (1.8, -1.1)

© B =(-2.6, -1.1)

* Operator = (4.4, 0] .

> s':;rt = (1.8,(0] Ziel Start

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4

b x =-2.6
cery =-1.1
sd=1.1
se=1.1

o u = (~4.4, 0)
o wv = (-4.4, 0)

Operator

c) Nun bestimme Uber eine Zoombox einen moglichst genauen Naherungs-
wert fur “Ziel®.

d) Bestimme in dieser Datei auf ahnliche Weise mdglichst genaue Néhe-
rungswerte fur:
4 1 4 7 8
—+2; —+—; ——+—.
5 4 9 3 6

e) Kontrolliere deine Ergebnisse aus d) mit deinem Taschenrechner.

f) SchlieBe die Datei. Drlcke hierzu gleichzeitig die Tasten [Alt]+[F4].
Klicke auf ,Nicht speichern™.

Auftrag 11 | ,Schon genug gerastert?" Si.d.AN.

Bestimme den genauen Wert fir g+%

a) mittels den Méglichkeiten der Geogebra'!-Datei: ,Bruch_200.ggb"

b) mittels Rastermethode
c) anders.

Hilfe fir a): Du kannst auch die Schieberegler verwenden.
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& GeoGebra - Bruch_200.ggb

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

Verschiebe Zeichenblatt: Ziehe das Zeichenblatt oder eine Achse (Shift + Ziehen) 9

© Freie Objekte “|(1.094, 0.003)
> Operator, = 0.5
» Start, = 0.6
= Abhangige Objekte Operator, = 0.5
> A =(0.6, -1.1)
B=(1.1, -1.1)
» Operator = (0.5, 0)
» Start = (0.6, 0)
» Ziel = (1.1, 0)
a:x=0.6 |

Start, = 0.6

Ziel
1.095 1.096 1.097 1.098 1.099 1"‘1 1.101 1.102 1.103 1.104 1.105

Hilfe 1 fUr c): Erinnere dich, wie man Briiche mit ungleichen Nennern vergleichen
kann. In dieser Uberlegung steckt eine Idee, die du auch beim Addieren von Bru-
chen mit ungleichen Nennern verwenden kannst.

Hilfe 2 flr c): Schreibe §+% anders. Nutze dabei:

3
5

Auftrag 12 | Jetzt wird es auch negativ." Si.d.AN.

a) Argumentiere an der Zahlengerade: Warum gilt zum einen 3—(—5):3+5
und zum anderen —5-3=-5+(-3)?
Was hier fUr alle ganzen Zahlen gilt, gilt auch flr alle rationalen Zahlen:
(I) a—(-b)=a+b und (II) a+(-b)=a-b.

b) Bezeichne die bekannten Regeln in (I) und (II).

c) Offne die Geogebra''-Datei ,Bruch_300.ggb". Erldutere an vier Rechenbei-
spielen, wie man mithilfe des Pfeils ,Gegenoperator® Aufgaben, wie durch
(I) und (II) beschrieben, 16sen kann.

d) SchlieBe die Datei. Dricke hierzu gleichzeitig die Tasten [Alt]+[F4]. Klicke
auf ,Nicht speichern®.
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Auftrag 13 | ,Mal so geschrieben und mal anders.” Si.d.AN.
. 1 5
a) Schreibe als Summe: 4-6; 8-05; 5—7.2; —100—7.
b) Schreibe als Differenz: 5+(-8); ﬂ+60; —§—§; §—§
3 12 8 5 6

Wir lernen jetzt eine neue Strategie kennen, um alle rationalen Zahlen in Bruch-
schreibweise addieren und subtrahieren zu kénnen. Dabei stltzen wir uns auf
das bisher Gelernte:

- Rechnen mit ganzen Zahlen

- Rastermethode flr positive Briche

- Kurzen und Erweitern von Briichen, um sie auf gleiche Nenner zu bringen

- Umgang mit Plus- und Minusklammer.

Beispiel: Vereinfache die Schreibweise und berechne: :—53—(—%)
Anleitung Teilergebnisse | Hilfekdartchen
(1) | Schreibe einfacher. 3 1 Minusklammer-
g+§ Regel:
S
a-|——|=a+=
2 2
oder
Gegenoperator-
Pfeil:
__1J
2 1
a—-—a+
+=
2
(2) | Bringe die Bruche auf gleichen | 3-2 1.5 Erweitern mit 2
Nenner. 10 10 bzw. mit 5.
6 5 Rasteraddition
_+_
10 10
|
Abschatzung:
Summe ist groBer
als 1.
(3) | Schreibe die Brlche mit allen | 6+5
Plus/Minus-Zeichen auf einen 10
gemeinsamen Bruchstrich.
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(4) | Vereinfache den Zahler. 11
10
Beim Addieren
,hach rechts lau-
fen™.

Ergebnis und Rickschau: 3.2 :1—1.
5 2) 10

Manchmal kann man den Bruch noch kirzen oder in eine gemischte Zahl um-

wandeln: §— —1 :1i.
5 2 10

Kontrolle: %>1 (unechter Bruch).
TR-Anzeige:
3/5-(-1/2) » Bruch

[ENTER]
11/10.

Strategie-Kurzanleitung:
EE B EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEETRN

Schreibe die Briiche
Bringe die Briiche mit allen Plus/Minus

Vereinfache den
Zahler.

Kiirze den Bruch
soweit wie méglich.

Schreibe einfacher. auf gleichen -Zeichen auf einen
Nenner. gemeinsamen
Bruchstrich.

Auftrag 14 | ,In kleinen Schritten Uberlegen.® A2

5 8
Summe: —+—.
10 7
a) Betrachte die Tabelle unten. Bestimme mit deinem Taschenrechner den
Wert der Summe und schreibe dein Ergebnis in das daflir vorgegebene
graue Feld ,Taschenrechnerergebnis™ ein.

b) Bestimme den Wert der Summe ohne Taschenrechner und fille die wei3en
Licken der Tabelle aus. Orientiere dich dabei an den Zwischenschritten der
Strategie von oben.

¢) Kannst du im 4. Schritt das Taschenrechnerergebnis bestatigen oder wider-
legen? Kreuze das entsprechende Kastchen in der Ziel-Zeile an.
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5

Start E+_ Strategie

1 Schreibe einfacher.

5 Bringe die Brliche auf gleichen
Nenner.
Schreibe die Briche mit allen

3 Plus/Minus-Zeichen auf einen
gemeinsamen Bruchstrich.
Vereinfache den Zahler.

4 Kirze den Bruch soweit wie
maoglich.

ZieI Taschenrechnerergebnis: Ziel
bestatigt O widerlegt O

d) Kopiere das nachfolgende Blatt mehrmals und denke dir Bruchrechenaufga-
ben zur Addition und Subtraktion (von jeder Rechenart etwa gleich viele)
aus. Gegebenenfalls kannst du auch entsprechende Aufgaben aus deinem
Schuilerbuch benutzen. Frage hierzu deine Lehrerin oder deinen Lehrer.

e) Schreibe in das freie graue Feld der Start-Zeile den Rechenausdruck.

f) Bestimme bei einer Aufgabe zunachst das Zielergebnis mithilfe deines Ta-
schenrechners.

g) Fulle dann die weiBen Licken der Tabelle aus und orientiere dich dabei an
den kleinen Schritten der Strategie. Kannst du im vierten Schritt das Ziel
bestatigen oder widerlegen? Kreuze entsprechend an.

Eine Kopiervorlage der Start-Ziel-Strategie-Folie finden Sie auf Seite 67 im An-

hang.

Auftrag 15

,Hilfekartchen entwickeln.

A2

Vereinfache die Schreibweise und berechne: —g—g.

a) Vervollstandige die Tabelle.

b) Warum kann man bei dieser Aufgabe den Losungsweg auf drei Schritte
verklrzen?

c) Entwickle geeignete Hilfekartchen, die aber nicht alles verraten.
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Anleitung Teilergebnisse | Hilfekartchen

Schreibe die Briche mit allen
Plus/Minus-Zeichen auf einen
gemeinsamen Bruchstrich.

12
. . 4 3
Ergebnis und Rickschau: ————=——.
3 4 12

Auftrag 16 | ,Wer dbt kommt weiter." A2
Vereinfache die Schreibweise und berechne.
a) S (.1 b) _£+1 c) _1_9 d) I

8 4 10 8 8 8 9

Orientiere dich an obiger Anleitung und entwickle dabei geeignete Hilfekartchen.
Vergiss nicht die Rickschau und benutze zur eigenen Kontrolle immer deinen
Taschenrechner. Denke dir weitere ahnliche Aufgaben aus.

Auftrag 17 | ,Das Rechnen anleiten.” F2

Beschreibe mit eigenen Worten, wie man folgende Zahlterme schrittweise be-
rechnen kann. Kontrolle mit deinem Taschenrechner.

11 5 5 651 9 15
a) —+|—— b) -——+— c) ——|—-——

18 9 10 1100 15 45
Auftrag 18 | ,Platzhalter gesucht." F2

Bestimme den Wert des Platzhalters. Kommentiere deine Uberlegungen an der
Zahlengerade.

°S_3 S22 S_7
2) []+E_12 ) 12+[] 12 ©) []+12 7
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Auftrag 19 | ,Zahl anders darstellen.” F2

Stelle die Zahl % durch drei verschiedene

a) Summen
b) Differenzen dar.

Verwende dabei ganze und nicht ganze Zahlen.

Auftrag 20 | ,Andere Regeln erkunden." E2

Informiere dich im Internet oder in einem Lexikon, was man unter
a) dem ,kgV" zweier Zahlen
b) ,Brlche gleichnamig machen" versteht.
c) Sind die nachfolgenden Anleitungen A bis E als Regeln zur Addition/Sub-
traktion flir beliebige rationale Zahlen geeignet? Begriinde.

Anleitung A:
Zwei positive Briche werden addiert/subtrahiert, indem man
(1) das kgV der beiden Nenner bildet
(2) die Bruche Uber das kgV der Nenner gleichnamig macht
(3) die Zahler addiert/subtrahiert und den gemeinsamen Nenner beibehalt
(4) den entstandenen Bruch soweit wie mdglich kirzt.

Anleitung B:
Zwei Briche werden addiert/subtrahiert, indem man
(1) beide Briiche so erweitert oder kurzt, dass beide Briiche gleiche Zahler ha-
ben
(2) die Nenner addiert/subtrahiert und
(3) den gemeinsamen Zahler beibehalt.

Anleitung C:
Zwei Briche werden mit einem programmierbaren Taschenrechner wie folgt ad-
diert:

3—A: 4-B: -5-C: 8-D: (AxD+CxB)/(B*D) » Bruch
[ENTER]
1/8.

Welche Additionsaufgabe wird hier vorgestellt? Wurde richtig gerechnet?
Teste das kleine Programm mit anderen Zahlen aus.

Anleitung D:

Zwei positive Brlche werden addiert/subtrahiert, indem man
(1) die Brliche gegebenenfalls gleichnamig macht und
(2) die gleichnamigen Briiche addiert/subtrahiert.

Gleichnamige Briiche werden addiert/subtrahiert, indem man
(1) ihre Zahler addiert/subtrahiert und
(2) den gemeinsamen Nenner beibehalt.
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Anleitung E:

Die positiven Briche % und < werden subtrahiert, indem man die Differenz mit

folgender Formel ausrechnet: a_c_ad-cb
b d_ ac

4.5.3 Lernauftrage zum Thema: Fehler entdecken und erklaren

Beispiel: Lokalisiere den Fehlerbeginn und erklare mit bekannten Regeln den
Fehlerverlauf. Gib eine korrigierte Lésung an.

a) E_(_EJ_E_E b) _8 (_Ej__@_ﬁ
5 6 5 6 4 12 48 48
__9 __138
1 48
Losung zu a)

15 15\ 15 15 Fehler 1: Minusklam- Richtig ist:

5 |76 zg_g merregel nicht ein- 15 15\ 15 15
gehalten. 5 |\"6) 5 6

15 15 0 Fehler 2: Nenner sind Richtig ist:

5 6 1 nicht gleich. 15 15_9 75_15
Fehler 3: Nenner dir- 5 6 30 30 30
fen nicht subtrahiert
werden.

0 Fehler 4: Es wurde oo 0

_I:? nicht vereinfacht. Richtig ist: _I:O

Es gibt vier Fehlerlokalitaten.
Korrigierte Losung:
Minusklammer auflésen: 15 ( lSj_lS 15
5 6) 5 6
Briche durch Kurzen vereinfachen: _3+§
Briche auf gleiche Nenner bringen: _§+§
2 2
Brlche auf gleichen Bruchstrich schrei- _6+5
ben: )
Zahler vereinfachen: 1
S 2
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Losung zu b)

8 8 106 32 Fehler 1: Erster Bruch Richtig ist:
_Z"' 1) 1 s wurde nicht richtig er- 8 8 96 32
weitert. "2\ "12)" 18 48
Es gibt eine Fehlerlokalitat.
Korrigierte Losung:
Plusklammer aufldsen: _§+ ~8)_8 8
4 12 4 12
Briche auf gleichen Nenner bringen: _ 24 8
12 12
Briche auf gleichen Bruchstrich _—24-8
schreiben und dabei alle Rechenzei- T 12
chen tUbernehmen:
Zahler zusammenfassen: _ 32
12
Bruch karzen: _ 8
3
Auftrag 21 | ,Auf Fehlersuche gehen.” F2, E2

Suche nach Fehlern. Lokalisiere den Fehlerbeginn durch Unterstreichen und er-
klare mit bekannten Regeln den Fehlerverlauf. Gib eine korrigierte Losung an.

1 2 3
a) —+===
2 5 7
m 121 .2 1
2 5 10 10 10
5 _5.7_ 20 5_ 3%
8 4 32 32 32
_g+ 5_§ +§:_9+E_5_§
d) 8 9) 16 8 16 9
__38
9
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4.5.4 Lernauftrage zum Thema: Gleichungen in Q 16sen

Es qgilt jetzt xe Q. Das Ubersetzen wir so: Die Variable x steht flir eine be-
liebige rationale Zahl. Das Symbol Q steht dabei fir die

Menge aller rationalen Zahlen. Man sagt einfach: ,Es gilt
jetzt x Element aus Q."

Auftrag 22 | ,Zahlenmengen in Beziehungen." Si.d.AN.

Erinnere dich an folgende Beziehungen:
(1) Jede natiurliche Zahl (0; 1; 2; 3;..
504; 505; ...) ist auch eine ganze
Zahl.

(2) Jede ganze Zahl (-802; -801;...; -2; -
1; 0; 1; 2; 3; ...) ist auch eine ratio-
nale Zahl.

Symbole flir Zahlenmengen sind: N; Z; Q.
a) Woflr stehen die drei Zeichen:
b) Vervollstandige das nebenstehende

Venndiagramm und erlautere es.

Beispiel: Bestimme x in: l+£+E:1;Xe Q.
3 4 6 X
1) Addiere den Term auf der linken Seite ' 1 1 1 4+3+2
der Gleichung. §+Z+g_ 12
_3
4
2) Schreibe die Gleichung einfacher. 3_1
4 X
3) Lose die Gleichung in x. +X .3
%_
1Hx—4
E.x:l
4
L
3
4
_4
3
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Antwort: Wenn man flr die Variable x die Kontrolltest mit dem Taschen-

echner:
rationale Zahl g einsetzt, dann erhalt man ' '

Da Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hife
. . 1 1 1 1 N E E Bewege: Wahle oder ziehe ein Objekt (Esc)
mit der Gleichung —+—+—=— eine wahre
o Operator, = 4.4
X o Start, = 1.8
2 Abhangige Objekte Opevalcn1 =-44

Aussage. Man kann auch sagen: Die ratio- et

Statty =18

Ziel Start
9 % 7 4§ 5 4 4 2 4 0 1 2 3 4

Operator

nale Zahl g erflllt die Gleichung.

Auftrag 23 | ,Platzhalter mal oben, mal unten." F2

Ermittle alle ganzen Zahlen u und v, die die folgenden Gleichungen erfiillen.

§ u 14

a) _E:l b) Z__:_ c) E_Z:§ d)
6 3 2 5 10 10 v 8 8
s v__u
8 u 40
Auftrag 24 | ,Auf den kleinen Unterschied achten." E2

Gib eine rationale Zahl x an, die sich

1 . 1
a) von 3 um weniger als —

b) von é um weniger als l;’ unterscheidet.

4.5.5 Lehrauftrage zum Thema: Addition und Subtraktion rationaler Zah-
len in Dezimalschreibweise

Auftrag 25 | ,Kopfrechnen angesagt.” A3

Rechne im Kopf. Bestimme als erstes das Vorzeichen.

a) 1.8+0.2 b) 9.5-8 c) —-0.3-0.38 d) 25—(-0.25)

Auftrag 26 | ,Aus alt mach neu." A3

Begriinde deine Kopfrechenlibungen aus der vorherigen Aufgabe, indem du die
Dezimalschreibweisen in Brliche umwandelst und diese dann addierst/subtra-
hierst. Wandle dann wieder in die Dezimalschreibweise um und vergleiche mit
deinen Ergebnisse aus der vorhergehenden Aufgabe.
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Auftrag 27 | ,Passende Parchen finden." A3

a) Rechne nur im Kopf. Finde Zahlenpaare, die in der Summe die Zahl 1.2 er-
geben.

0.1 /0.3 ]1.12]/0.004/08 1.1 1.4 |0.08[0.48|1.196[0.72/0.7 |0 |1.0]0.5|

b) Welche Zahlen finden keinen Partner. Begrinde.

Auftrag 28 | ,Rechnung identifizieren." A3
Rechne den Zielpunkt Z aus.
a) +0.7 b) -10.07 c) fSS\
62Z 0 z 26 0 z 0 26

Auftrag 29 | ,Schriftliche Addition." A3

Kannst du noch natlrliche Zahlen schriftlich addieren? Bespreche das entspre-
chende Rechenverfahren an drei selbst gewahlten Zahlenbeispielen mit deinem
Sitznachbar bzw. deiner Sitznachbarin. Worauf sollte man beim Aufschreiben der
Zahlen besonders achten?

Und so werden dann positive rationale Zahlen in Dezimalschreibweise schriftlich
addiert:

Addition: Dezimalschreibweisen so untereinander schreiben, dass Stellen mit
gleichem Stellenwert in derselben Spalte stehen. Dann wie naturliche Zahlen ad-
dieren und im Ergebnis das Komma zwischen Einer- und Zehntelstelle setzen.

Beispiel: 2 5 78
Rechne schriftlich: 1 0 3. 00 0 7
25.78+103.0007+1.5+18.6. 1. 5
+ 1 8. 6
U. 11
1 4 8 8 0 7

Auftrag 30 | (,Subtraktion der natlrlichen Zahlen™) Si.d.AN.

Anleitung: Ube mit deinem Sitznachbar bzw. deiner Sitznachbarin das schriftliche
Subtrahieren naturlicher Zahlen. Denkt euch hierzu mehrere Zahlenbeispiele aus.
Kontrolliert euch immer mit dem Taschenrechner.

Wie werden positive rationale Zahlen in Dezimalschreibweise schriftlich subtra-
hiert?
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Orientiert euch am schriftlichen Subtrahieren natirlicher Zahlen und Uberlegt
euch, was bei den Dezimalschreibweisen anders ist. Testet gemeinsam eure neue
Regel aus. Kontrolliert euch immer mit dem Taschenrechner.

Auftrag 31 | ,Dezimalpunkt unter Dezimalpunkt.® A3

Rechne schriftlich. Uberlege zuerst, welches Vorzeichen hat das Ergebnis.
a) 14.38+65.29 b) -8.92+9.56 c) -85.2-147 d) 90-(-80.293)

Hilfe: Um das richtige Vorzeichen des Ergebnisses zu bestimmen, kannst du das
Operator-Pfeil-Modell bzw. das Gegenoperator-Pfeilmodell skizzieren.

Auftrag 32 | ,Plus oder Minus?" A3; Al

a) Bestimme die Summe aus 56.23 und - 89.23.

b) Bestimme die Differenz aus 89.23 und - 56.23.

c) Bestimme aus den Zahlen der Teilaufgabe b) die Differenz durch Vertau-
schen von Minuend und Subtrahend.

d) Kontrolliere deine Rechnungen aus a) bis ¢) mit deinem Taschenrechner.

Auftrag 33 | ,Klammern und Worte." A3

Schreibe mit Klammern und vereinfache.

a) Addiere zur Summe der Zahlen g und g die Zahl ;

b) Subtrahiere % von der Summe der Zahlen % und @

11

c) Addiere zu é die Differenz der Zahlen % und E

10
8

d) Vermehre die Differenz der Zahlen g und = um g

Auftrag 34 | ,Zahl als Differenz beschreiben.” F3

Stelle die Zahl -1000.25 als Differenz aus zwei rationalen Zahlen dar.

Veranschauliche deine Uberlegungen an der Zahlengerade.

Auftrag 35 | ,Zahl als Summe darstellen.” F3

Stelle die Zahl 0.005 als Summe dar. Ein Summand soll dabei
a) groBer als 100

b) kleiner als —5740

c) kleiner als 12.6 und gréBer als 0 sein.
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Auftrag 36 | (,Ganz nah dran.") A3, F3
Spielregel: Wahle aus dem ,Zahlenkoffer" drei Zah-
len. Du darfst diese Zahlen addieren.
Zum Beispiel so: 3.9
8.9 + (- 0.5) + 3.24 oder -20-12.5 + 0.7 T -05
W . . 324 45
a) Gib die Ergebnisse aus dem Beispiel an. :
10.1 220
b) Wahle selbst drei Zahlen aus dem Zahlenkoffer 0.2 0.7
und beschreibe im Ergebnis eine Zahl nahe bei 39 ,¢ 7
10. 63 -125
Auftrag 37 | ,Trick fur Schnellrechner.” F3
Eva wird von den Eltern ihrer besten Freundin, Klara, =
R : o 95
zum Essen in eine Pizzeria eingeladen. Nachdem der 970
Vater von Klara die Rechnung des Kellners ausgegli- 200
chen hat, schaut sich Eva die Notizen des Kellners zg5
genauer an. Eva kommt nach wenigen Sekunden zu 200
der Aussage: ,Der Kellner hat sich mindestens um 2.50
5.20 € zu seinen Gunsten verrechnet." 225
Eva hat keinen Taschenrechner benutzt. Wie konnte 250
Eva so schnell den Fehler des Kellners aufdecken? el
Welche Bedeutung hat in Evas Formulierung das| 7
Wort ,mindestens"? e
Auftrag 38 | ,Einen Wasserbehalter fillen." F3

Ein Wasserbehalter kann durch drei Réhren geflillt werden. Durch die erste allein
in 3, durch die zweite allein in 4 und durch die dritte allein in 6 Stunden. In wel-
cher Zeit wird der Behalter geflllt, wenn alle drei Rdhren gleichzeitig laufen?

Hilfe 1: X sei die Zeit, gemessen in Stunden, die vergeht, bis der Behalter mit

Wasser geflllt ist. Was bedeutet dann 1?
X

Hilfe 2: Welche Anteile des Behalters werden in einer Stunde mit Wasser gefullt?

Hilfe 3: Betrachte jenes Rechenbeispiel, welches unmittelbar auf Auftrag 22 (sie-

he Seite 41) folgt.
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Auftrag 39 | ,Mit Brichen in Brichen rechnen.” E3

Berechne mit deinem Taschenrechner. Schreibe mdglichst keine Zwischenergeb-
nisse auf.

1
2°+0.89-— 6
a) 5.236+7.123 b) 2 Q) 1+10° +0.001

9.25-8.0 —-58.0 10°

Was gibst du in deinen Taschenrechner ein? Gib einen ausflhrlichen Taschen-
rechnerablaufplan an.

Auftrag 40 | ,Gespiegelte Zahlen." Si.d.AN.

Was versteht man unter Zahlenpalindrome? Recherchiere im Internet oder in ei-
nem Lexikon.

Beispiele:
(1) Aus 152 entsteht die ,OTTO-Zahl" 152+251
707. 15
Ans+384
ray
(2) Aus 259 entsteht die ,OTTO-Zahl" 2o94+952
2332. 1211
Ans+1121
2532
|
(3) Aus 6.51 entsteht die ,OTTO-Zahl" G.ol+1.56
30.3. S.87
Ans+7 . B3
15.15
Auftrag 41 | ,0OTTO-Zahlen." F3

a) Beschreibe anhand der drei Rechnerbildschirme, wie dort die OTTO-Zahlen
entstehen.

b) Aus 60.2 entsteht die ,OTTO-Zahl" 62.26. Wie entsteht die ,OTTO-Zahl"
62.267?

© Frank Schumann, 2010 Seite 46



Individuelles Férdern mit Kopfchen - Heterogenitat produktiv nutzen

Auftrag 42 | ,Rechteckiges Grundstick umzaunen.® F3

Ein rechteckiges Grundstlck mit einer Lange von 64.3 m und einer Breite von
48.6 m soll eingezaunt werden. Dabei sollen fir die Einfahrt 3.85 m ausgespart
bleiben. Fir zwei zum Nachbargrundstlick angrenzenden Birken, die mindestens
Uber 70 Jahre alt sind und im Abstand von 1.05 m zueinander stehen, sollen wei-
tere 2.20 m Lange frei bleiben. Wie viel Meter Drahtzaun werden noch bendtigt,
wenn nur 185 m Zaun geliefert wurden?

Auftrag 43 | ,Restlicher Anteil." F3

Ein reicher Mdlller schreibt in sein Testament: ,Meine beiden Séhne sollen die
Halfte meines gesamten Vermodgens erhalten. Ein Viertel sollen meine Enkel be-
kommen und zwei Achtel meine funf Urenkel. Mein treuer Knecht erhalt den Rest
meines Vermogens." Welchen Anteil vom Vermdgen erhélt der Knecht? Begriinde
deine Aussage durch eine Rechnung.

Auftrag 44 | ,Rechenpuzzle.” Far alle.

Sucht gemeinsam im Wechsel 4 Zahlen, die in der Summe genau die Zahl dar-
stellt, die im grauen Kastchen steht. Beachtet die Spielregeln: Keine ganzen Zah-
len. Keine Wiederholungen. Legt den Schwierigkeitsgrad fest: Hochstens 2 Dezi-
male.

Beispiel 1: Wie grof3 ist x?
Schwierigkeitsgrad:

-  hochstens 2 Dezimale
- ohne Taschenrechner.

!

5

Erste Zahl: 0.5 Zweite Zahl: 0.2
Dritte Zahl: 8.6 Vierte Zahl: x

Bedingung: g =0.5+0.2+8.6+x

Beispiel 2: Wie groB3 ist x, y, z?

Schwierigkeitsgrad:
- hochstens 2 Dezimale
- mit Taschenrechner.

i
5
Erste Zahl: 0.8 Zweite Zahl: x
Dritte Zahl: y Vierte Zahl: z
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Gesucht sind die Zahlen: x, y, z mit der Bedingung: 2:0.8+ X+y+2z.

Ablauf: Eine Schilerin oder ein Schiler geht als erstes an die Tafel und schreibt
in die Tabelle die Zahl 0.8. Ein zweiter Schuler denkt sich eine Zahl fir x aus und
schreibt sie an die Tafel. Ein dritter Schuler schreibt eine Zahl fir y an und zu-
letzt kommt ein vierter Schiler an die Tafel und tragt den Wert fiir z in die Tabel-

le ein.

Auftrag 45 | ,Aus Fehlern lernen — mit Fehlern lernen."  F3

Suche nach Fehlern. Lokalisiere den Fehlerbeginn und erklare mit Regeln den

Fehlerverlauf. Gib eine korrigierte Lésung an.

a) 05+08=0.8+05 b) 14.3-0.89=0.89-14.3
c) -58+19.3-0.65=-135-0.65 d) 0.78+0.65=0.3+x
=-14.15 x=0.3-0.78-0.65
x=-1.13
Auftrag 46 | ,Zahlenmauern von oben nach unten." F3
a) Trage in die leeren Felder rationale |_g.>
Zahlen in Dezimalschreibweise so
ein, dass in jedem Feld die Summe
der Zahlen steht, die sich in den bei-
den Feldern direkt darunter befinden.
b) Was vermutest du? Wie andert sich
die Zahl im obersten Feld, wenn jede
Zahl in der untersten Reihe verdop-
pelt (halbiert) wird? Kontrolliere dich
mit deinem Taschenrechner.
Auftrag 47 | ,Magisches Quadrat." F3
Ein magisches Quadrat ist ein Zahlen-
. . . . 1
schema mit gleich vielen Zeilen und | =
Spalten. Es hat in jeder Zeile, in jeder | 8
Spalte und in jeder Diagonale die glei-
che Summe. E
5
Erganze das nebenstehende magische
Quadrat mit dem Summenwert -2. 2
5
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Auftrag 48 | ,Noch mehr magische Quadrate.” F3

Erganze folgende magische Quadrate so, dass die Summe jeder Zeile, jeder
Spalte und jeder Diagonalen 1 betragt.

a) 1 b) 1 c) 1
2 4 5

1 4

3 15

5 5 |2 3

9 2 |9 10

4.5.6 Lernauftrige zum Thema: Runden und Uberschlagsrechnung bei
rationalen Zahlen

Johann Carl Friedrich GauB (deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker;
1777 - 1855) soll einmal gesagt haben: ,Der Mangel an mathematischer Bildung
gibt sich durch nichts so auffallend zu erkennen, wie durch maB3lose Scharfe im
Zahlenrechnen."™ (unbekannte Quelle)

Auftrag 49 | ,Auf vorgegebene Stelle runden." A4

Runde auf: 78.25901 0.056802 12.0583 500.4512 9.090801

die Einerstelle

zwei Nachkommastellen

Zehner

Auftrag 50 | ,Fehler suchen.” A4

Es wurde auf die richtige Stelle gerundet. Dennoch ist nicht alles richtig. Suche
alle Fehler und verbessere sie.

a) | 56.98 dm = 56 dm w f x Richtig: 56.98 dm = 57 dm
b) | 470.126 = 470.1 w f
c) | 0.045285 = 0.0452 w f
d) | 900.820 =900 w f
e) 1.00245 = 1.002 w f

Wie bildet man von einer Summe oder Differenz einen Uberschlag?
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Beispiel 1: Bilde zwei Uberschldge fir 125.89 + 458.35.
Uberschlag 1: 100 + 500 = 600 oder

Uberschlag 2: 120 + 460 = 580.

Das genaue Resultat muss in der Nahe von 600 (580) liegen.

Eine Uberschlagsrechnung fiihrt man ohne Rechenhilfsmittel aus.

Beispiel 2: Bilde zwei Uberschldge fiir 7.683 - 0.0437.
Uberschlag 1: 8 - 0 = 8 oder

Uberschlag 2: 7.7 -0 = 7.7.

Das genaue Resultat muss in der Nahe von 8 (7.7) liegen.

Auftrag 51 | ,Rechnungen im Kopf Uberschlagen.™ A4

Bilde zwei Uberschlége fiir:
a) 78.29420 + 473.562 b) 100.932 - 5681.25

Auftrag 52 | ,Schnell und doch genau.” A4, F4

Verwandle die Summe in einen genauen Wert. Beschreibe kurz dein Vorgehen.
Vergleiche deine Ergebnisse zuerst mit einer Uberschlagsrechnung.

a) E+5 b) i+500 c) E+8.52 d) @+58.8.
3 300 604 720

Aus welchen Zahlen kann ein gerundeter Zahlenwert entstanden sein? Diese Fra-
ge kann durch die Uberlegungen der Abschatzungen beantwortet werden. Man
unterscheidet dabei eine Abschatzung nach unten und eine Abschatzung nach
oben.

Beispiel: Alle Zahlen zwischen 7.35 und 7.44 ergeben nach dem Runden auf die
Zehntel-Stelle den gleichen Naherungswert 7.4.

7.34..;7.35...;7.36...;7.37...;7.38...;7.39...;7.40...;7.41...;7.42...;1.43...;1.44...; 1 .45...

=14

Eine Abschatzung flr den gerundeten Wert 7.4 nach unten: 7.35.
Eine Abschatzung flr den gerundeten Wert 7.4 nach oben: 7.45.

Fur alle rationalen Zahlen x mit 7.35<x<7.45 qilt: x=7.4.

Auftrag 53 | ,Runden einmal umgekehrt." F4

Schatze die nachfolgenden gerundeten Naherungswerte sowohl nach unten als
auch nach oben ab. Gib die Stelle an, auf die gerundet wurde und nenne vier
Zahlen als Vertreter dieser Abschatzung.
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/5.4 |60.8 [120 | 0.9 |0.02 |50.76 |-23.78 |-4.568 |7.25 |555.55

So kénnte man formulieren: Der Naherungswert 5.4 ist das Ergebnis einer Run-
dungsaufgabe. Dabei hat man sich auf die Zehntel-Stelle geeinigt.

Abschatzung Abschéatzung
nach unten nach oben
5.35 ... groBer oder gleich x und kleiner als... | 5.45

Vertreter dieser Abschatzung sind zum Beispiel die vier Zahlen: 5.35; 5.36;
5.40; 5.41.

Auftrag 54 | ,Mindestens-Hochstens—-Abschatzungen® @ E4

Um Uberschlage fir Summen und Differenzen besser einzugrenzen, sollen grobe
~Mindestens- und Hochstens-Abschatzungen™ vorgenommen werden.

Beispiel: Grob abzuschatzen ist die Differenz 520.98 - 9631.2789

Grobe Abschatzung nach unten: 500 - 10000 = - 9500
Grobe Abschatzung nach oben: 600 - 9000 = - 8400

Die genaue Differenz liegt ungefahr zwischen - 9500 und - 8400.

Weiter abzuschatzen sind:
a) 4502.236 + 789.214 b) 1853.57 + 120.07 <¢) 0.568 - 125.350

4.5.7 Lernauftrige zum Thema: Geschicktes Rechnen beim Addieren und
Subtrahieren

Auftrag 55 | ,Aus Differenzen werden Summen." A5

Verwandle die Differenz in eine Summe. Bestimme dann den Termwert.

a) (+é}—(+%} b) (+21.3)-(+586) «c) (+gj—(—§j d) (—2.5)—(+gj

3

Auftrag 56 | ,Umgekehrt geht es auch." A5

Verwandle die Summe in eine Differenz. Berechne den exakten Wert.

1 1 7 50
a) 5.6+3.2 b) —O.56+(—%J c) (+1_6J+(+§J d) (_2_5)+(+ISJ

© Frank Schumann, 2010 Seite 51



Individuelles Férdern mit Kopfchen - Heterogenitat produktiv nutzen

Auftrag 57 | ,Geschicktes Rechnen." A5

Rechne moglichst geschickt.

1 5 80 50
2-7.7-8 b) 1.8+18+(-0.8 c) ————+— d) (-25)+|+—
2) ) ( ) ) 3 15 240 )( ) ( 45)

Auftrag 58 | ,Gesetze kennen - vorteilhaft rechnen.” F5

Stelle die Terme so um, so dass Rechenvorteile sichtbarer werden. Begrinde
dein Vorgehen mit bekannten Rechengesetzen.

a) 3,1.8.5.8 b) —3.1+E+(—O.9)+E c) 1,15 710,28
4 3 5 4 6 11 11 4 3 3 4 7
Auftrag 59 | ,Rechenvorteile verstecken." ES5

Denke dir 4 Aufgaben zur Addition und Subtraktion aus, welche Rechenvorteile
J~versteckt" enthalten. Gib einen Losungsvorschlag an.
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4.6 Ein Beispiel fiir eine Checkliste

Checklisten sind Formulare, die die Schiiler in Reflexionsphasen des Unterrichts
selbst ausflillen, um eine personliche Zwischenauswertung selbststandig vor-
nehmen zu kdnnen. Arbeitsgrundlage ist dabei wieder das entsprechende Kom-
petenzraster.

Beispiel flir einen Ausschnitt eines ,leeren" Schilerbogens zur Selbsteinschat-
zung der Entwicklung von Starken und Defiziten vor der Ausgangsdiagnose. Die
Ausgangsdiagnose ist in der 7. Schulwoche geplant.

sicher fast un-
sicher sicher

Teilkompetenzen Selbsteinschatzung

in der ...

Ich kann am Raster- 4. Schulwoche
modell zwei positive

Briiche darstellen und
nach Anleitung addie-

ren.

6. Schulwoche

Ich kann Additions-
aufgaben, die bereits
geldst wurden, auch
umkehren.

. Schulwoche

. Schulwoche

Ich kann mit dem TR
rationale Zahlen ad-
dieren/subtrahieren.

. Schulwoche

6. Schulwoche

Ich kann in Summen
und Differenzen Re-
chenvorteile erkennen
und mithilfe von Re-
chengesetzen begrln-
den.

. Schulwoche

6. Schulwoche

Ich kann mir Aufga-
ben zur Additi-
on/Subtraktion mit ra-
tionalen Zahlen aus-
denken, bei denen
Rechenvorteile er-
kennbar sind.

. Schulwoche

6. Schulwoche
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5. Zum Abschluss drei Fragen zum Umgang mit Kompetenzrastern, die
sich der Autor dieses Beitrags selber stellt:

(1) Sind die Formulierungen in den einzelnen Rasterzellen schilergerecht? Wer-
den sie von allen Schuilerinnen und Schilern verstanden?

(2) Inwieweit kdnnen Fehlvorstellungen und falsche Rechenwege von den Schu-
lerinnen und Schilern in Eigenverantwortung rechtzeitig noch erkannt und
korrigiert werden?

(3) Kénnen im Sinne der angestrebten transparenten Kommunikationsebene bei
allen Schilerinnen und Schiilern und auch bei allen Eltern die Bedeutung der

Niveaustufen, reprasentiert durch die drei Anforderungsbereiche, unabhangig
von einer Notenskala vermittelt werden?

6. Anhang

6.1 Kompetenzraster flir Schiiler: Addieren und Subtrahieren rationaler Zahlen

L) 58
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6.1 Kompetenzraster fiir Schiiler: Addieren und Subtrahieren rationaler Zahlen
(ca. 14 Unterrichtsstunden + 2 Unterrichtsstunden flr Freiarbeit; erste bis vierte Schulwoche)

Bildungsplanbezug

Aus dem liberfachlichen Kompetenzbereich:

Problemldsen
Kommunizieren

Begriinden

Lernen

Das eigene Denken beim Problemldsen kontrollieren, reflektieren und bewerten und so neues Wissen aufbauen.

Mathematische Sachverhalte mithilfe von Sprache, Bildern und Symbolen beschreiben und veranschaulichen.
Losungsansatze beschreiben und begrinden.

Die mathematische Fachsprache angemessen verwenden.

In mathematischen Kontexten argumentieren und systematisch begriinden.

Mathematische Dialoge fiihren; auf Einwande eingehen und Gegenargumente entwickeln.

In mathematischen Kontexten Vermutungen entwickeln, formulieren und untersuchen.
Gleichartige Strukturen erkennen, verallgemeinern und spezialisieren.
Mit einem Partner oder in einer Gruppe zusammenarbeiten.

Aus dem fachlichen Kompetenzbereich:

Zahl
Algorithmus

Vernetzung

Inhaltliche Gliederung:
- Addition positiver rationaler Zahlen in Bruchschreibweise mittels Rastermodell
- Addition und Subtraktion rationaler Zahlen in Bruchschreibweise
- Addition und Subtraktion rationaler Zahlen in Dezimalschreibweise
- Runden und Uberschlagsrechnung bei rationalen Zahlen
- Geschicktes Rechnen beim Addieren und Subtrahieren.

Uberschlagsrechnungen durchfilhren und zur Kontrolle von Rechenergebnissen einsetzen.

Grundrechenarten bei rationalen Zahlen im Kopf, schriftlich, in komplexeren Fallen mit Rechenhilfsmitteln
durchfthren.

Zahlterme interpretieren und berechnen.

Uber den sinnvollen Einsatz von Rechenhilfsmitteln entscheiden.

Zahlen auf vorgegebene Genauigkeit runden.

Situationen und Fragestellungen durch konkrete, verbale, grafische und numerische Modelle oder Darstellungen
beschreiben.
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A - Anfanger

Anforderungsbereich I:

Reproduzieren; Realisieren und Identifizieren.

F - Fortgeschrittene

Anforderungsbereich II:

Relationen erkennen und herstellen; Operationen Sinn stiftend nutzen; angemes-

sener Darstellungswechsel von Objekten, Relationen und Operationen; Interpretie-
ren von Darstellungen.

E - Experte Anforderungsbereich III: Reflektieren, Werten und Verallgemeinern; Komplexe Zusammenhange untersu-
chen.

Inhaltliche A - Anfanger (Ich kann...) F - Fortgeschrittene (Ich kann...) E - Experte (Ich kann...)

Gliederung

(1) Addition positiver
rationaler Zahlen in
Bruchschreibweise
mittels Rastermodell.

am Rastermodell zwei positive
Briche darstellen und nach Anlei-
tung addieren.
Additionsaufgaben, die bereits
geldst wurden, auch umkehren.
mit dem TR rationale Zahlen ad-
dieren/subtrahieren.

- eine Beschreibung fir die Raster-

addition liefern.

an den Nennern erkennen, ob ein
gestreiftes Rastermodell fur die
Addition von zwei positiven Bri-
chen ausreichend ist und in die-
sem Kontext den Begriff ,einfa-
ches Raster" sinnvoll benutzen.

- ohne das Rastermodell zu skiz-
zieren, abschatzen, ob die
Summe von zwei positiven Bru-
chen kleiner oder gleich 1 oder
groBer als 1 ist.

(2) Addition und Sub-
traktion rationaler
Zahlen in Bruch-
schreibweise.

zwei rationale Zahlen in der
Bruchschreibweise nach einer
Strategie (in Anlehnung zur Addi-
tion und Subtraktion ganzer Zah-
len) addieren/subtrahieren (bei
einfachen Brichen auch im
Kopf).

die Zwischenrechnungen aus ei-
ner Strategie ausfilhren, um
nicht selbst hergestellte Ergeb-
nisse (z. B. TR-Ergebnis) zu bes-
tatigen oder zu widerlegen.

mittels Zahlenbeispielen in Wor-
ten beschreiben, wie man
schrittweise vorgehen kann, um
zwei rationale Zahlen in der
Bruchschreibweise zu  addie-
ren/subtrahieren.

eine rationale Zahl in der Bruch-
schreibweise mittels Summen
oder Differenzen aus anderen ra-
tionalen Zahlen darstellen.
Rechenfehler aus einfach struktu-
rierten Zahltermen aufdecken
und erklaren.

aus Summen- und Differen-
zengleichungen den Platzhalter
fur Zahler oder Nenner aus dem

- anders lautende Regeln zur Ad-
dition/Subtraktion rationaler
Zahlen an Zahlenbeispielen tes-
ten, auf ihre Brauchbarkeit tUber
einen Zahlenbereich prifen und
bewerten (auch Testungen am
TR).

- Rechenfehler aus komplexeren
Zahltermen aufdecken und er-
klaren.

- rationale Lésungen von Unglei-
chungen fir Abstdnde auf der
Zahlengerade realisieren.
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Bereich der Zahlen

bestimmen.

ganzen

(3) Addition und Sub-
traktion rationaler
Zahlen in Dezimal-
schreibweise.

- zwei rationale Zahlen in der De-

zimalschreibweise nach einer
Strategie schriftlich addie-
ren/subtrahieren (bei einfachen
Dezimalbriichen auch im Kopf).

die Addition/Subtraktion rationa-
ler Zahlen in der Dezimal-
schreibweise durch die Additi-
on/Subtraktion rationaler Zahlen
in Bruchschreibweise begrinden.

eine rationale Zahl in der Dezi-
malschreibweise mittels Summen
oder Differenzen aus anderen ra-
tionalen Zahlen darstellen.
einfache Textaufgaben |6sen, bei
denen das Addieren/Subtrahieren
rationaler Zahlen (keine bevor-
zugte Schreibweise) sinnstiftend
ist.

Rechenfehler aus einfachen Zahl-
termen aufdecken und erklaren.

Zahlenmauern und magische
Quadrate zur Additi-
on/Subtraktion mit rationalen

Zahlen aufbauen.

- mit dem TR Briche vereinfa-
chen, die im Zahler oder Nenner
Summen oder Differenzen haben
und einen entsprechenden Ta-
schenrechnerablaufplan erstel-
len.

(4) Runden und Uber-
schlagsrechnung bei
rationalen Zahlen.

rationale Zahlen und GroBenwer-
te in Dezimalschreibweise auf ei-
ne vorgegebene Stelle runden.
fir genaue Angaben rationale
Zahlen in passender Form dar-
stellen.

fir Summen und Differenzen U-
berschlagsrechnungen durchfiih-
ren und Rechenergebnisse damit
kontrollieren.

die kleinstmdgliche Zahl und die
groBtmaogliche Zahl angeben, die
ein bestimmtes Rundungsergeb-
nis zulassen.

nach eigenem Ermessen den TR
als Rechenhilfsmittel zum Rech-
nen mit Zahlen und GréBen sinn-
voll einsetzen.

- Summen und Differenzen durch
Mindest- bzw. Hochstwerte aus
dem Bereich der ganzen Zahlen
abschatzen.

(5) Geschicktes Rech-
nen.

Summen durch Differenzen und
Differenzen durch Summen dar-
stellen.

einfache Rechenvorteile erkennen
und nutzen.

in Summen und Differenzen Re-
chenvorteile erkennen und mithil-
fe von Rechengesetzen begriin-
den.

- mir  Aufgaben zur  Additi-
on/Subtraktion mit rationalen
Zahlen ausdenken, bei denen
Rechenvorteile erkennbar sind.
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6.2 Lernumgebung

Die Lernumgebung beginnt bei Aufgabe UMK 1 und endet bei Aufgabe UMK 15.
Es sind 2 Unterrichtsstunden vorgesehen.

Aufgabe UMK 1

Offne die Geogebra''-Datei ,umk_THALES.ggb". Ziehe so am Punkt C, dass der
markierte Winkel bei C mdglichst genau 90° anzeigt. Diese Aufgabe erfordert von
dir ein wenig Geschicklichkeit im Umgang mit der Maus. Probiere es mehrmals
aus und versuche dabei immer besser zu werden. Kannst du aus der Spur von C
eine Vermutung ableiten? SchlieBe die Datei (Alt+F4), dricke dabei den Schalter
»~Nicht speichern®.

Aufgabe UMK 2

Nenne den Satz des Thales in der Wenn-dann-Form:

Voraussetzung Behauptung

Wenn , dann

Bilde die Umkehrung vom Satz des Thales.

»~alte Behauptung" »alte Voraussetzung"

neue Voraussetzung neue Behauptung

Wenn , dann

Aufgabe UMK 3
a) Erlautere den Inhalt des Satzes des Thales anhand einer Skizze.
b) Erlautere den Inhalt der Umkehrung anhand einer Skizze.
c) Ist die Umkehrung wahr oder falsch? Was vermutest du?

Aufgabe UMK 4

Erganze gegebenenfalls deine Werkzeugkiste, indem du den Satz des Thales auf
einer Werkzeugkarte beschreibst.
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Aufgabe UMK 5

Offne die Geogebra''-Datei ,umk_THALES_5.ggb". Ziehe an den Punkten A, B
oder C. Beobachte dabei das Dreieck ABC und den Punkt M. Formuliere Aussagen

Uber:

- das Dreieck ABC;
- den Punkt M.

1) Wenn man am Punkt A (B oder C) zieht, so ist das Dreieck ABC vermutlich
immer...
2) Wenn man am Punkt A (B oder C) zieht, so ist der Punkt M vermutlich im-
mer...

Aufgabe UMK 6

a)

b)

d)

Ziehe am Punkt des Schiebe-
reglers fUr a. Beobachte den
Punkt C’. Wie bewegt sich der
Punkt C’ in Abhangigkeit des
Drehwinkels a?

Gehe mit dem Mauszeiger zum
Punkt C’, 6ffne mit der rechten
Maustaste das Kontextmend.
Schalte mit der linken Maus-
taste die Option ,Spur" ein.
Ziehe am Punkt des Schiebe-
reglers flr a.

Cc

?Lgm

Punkt C': C gedreht um Winkel a
-+ Objekt anzeigen
A -~ Beschriftung anzeigen

#|n Eingabezeile kopieren

% Umbenennen
7 Léschen

“Eigenschaften ...

Beobachte den Punkt C’. Wie bewegt sich der Punkt C'? Was stellst du
fest? Kannst du deine Aussage aus a) bestatigen?

Stelle den Schieberegler auf genau a = 180° ein. Ziehe an den Punkten
A, B, C. Beobachte dabei das Viereck AC'BC. Vervollstandige nachfol-
genden zweiten Satz: Das Viereck AC'BC ist vermutlich ein spezielles

Viereck. Es ist ein...

SchlieBe die Datei (Alt+F4), dricke dabei den Schalter ,Nicht spei-

chern®.

Aufgabe UMK 7

Beweise die Umkehrung.

Hilfe 1: Du kannst die nachfolgende Tabelle benutzen.

Hilfe 2: Du kannst dich an dem nachfolgenden Ablaufdiagramm orientieren. Es
zeigt wesentliche Stationen des Beweises an.
Hilfe 3: Du kannst das nachfolgende Formulierungspuzzle benutzen.
Hilfe 4: Du kannst in die Lésung zu UMK 6 schrittweise aufdecken.
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1 Neue ABC ist ein rechtwinkliges Dreieck,
Voraussetzung: wobei der rechte Winkel bei C liegt. Voraussetzung
2  Konstruktionsschritt: Drehe den Punkt C um...
Punktspiegelung
3  Folgerung (1):
Punktsymmetrie
4
kongruente
Dreiecke
5
Rechter Winkel
6
Punktsymmetrie
7 spezielles
Rechteck
: Behauptung
8 Neue Aus der Folgerung (5) folgt: Die Punk-
Behauptung te A, B und C liegen auf einem Halb-
kreis.
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Formulierungspuzzle:

Aus der Spiegelung an M
folgt:

Folgerung (5):

A und B sind ebenfalls
punktsymmetrisch.

Folgerung (2):

Aus der Konstruktion
folgt: Die Punkte C, M
und C’ liegen auf einer
Geraden, M liegt in der
Mitte von C und C'. C und
C’ sind wegen der Spie-
gelung am Punkt M
punktsymmetrisch.

Aus der Kongruenz der
beiden Dreiecke folgt:

Losung zu UMK 7

Drehe den Punkt C um
den Mittelpunkt M der

Strecke AB mit einem
Drehwinkel der Weite von
180° nach links. Der
Bildpunkt ist C'.

Folgerung (4):

Weil M der Mittelpunkt
der Strecke AB ist, folgt:

Bei C’' liegt ein rechter
Winkel.

Tahleshalbkreis

Die Dreiecke ABC und
AC’B sind kongruent.

Aus den Folgerungen 1
bis 4 folgt: Das Viereck
AC'BC ist ein punktsym-
metrisches Rechteck.

Folgerung (3):

1 Voraussetzung:

ABC ist ein rechtwinkliges Dreieck, wobei der rechte
Winkel bei C liegt.

2 Konstruktions-
schritt:

Drehe den Punkt C um den Mittelpunkt M der Strecke

AB mit einem Drehwinkel der Weite von 180° nach
links. Der Bildpunkt ist C'.
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3 Folgerung (1): Aus der Konstruktion folgt: Die 3
Punkte C, M und C’ liegen auf ei-
ner Geraden, M liegt in der Mitte 180;

von C und C'. C und C’ sind wegen " ¢ B
der Spiegelung am Punkt M
punktsymmetrisch.

4  Folgerung (2): Aus der Spiegelung an M folgt:
Die Dreiecke ABC und AC'B sind kongruent.

5 Folgerung (3): Aus der Kongruenz der beiden Dreiecke folgt:
Bei C’ liegt ein rechter Winkel.

6 Folgerung (4): Weil M der Mittelpunkt der Strecke AB ist, folgt:

A und B sind ebenfalls punktsymmetrisch.

7 Folgerung (5): Aus den Folgerungen 1 Tahleshalbkrels _ ¢
bis 4 folgt: Das Viereck

AC’BC ist ein punktsym-

metrisches Rechteck.

8 Behauptung Aus der Folgerung (5) folgt: Die Punkte A, B und C lie-
gen auf einem Halbkreis.

Aufgabe UMK 8

Erganze deine Werkzeugkiste, indem du die Umkehrung zum Satz des Thales auf
einer Werkzeugkarte beschreibst.

Die Umkehrung des Satz des Thales kann man auch noch anders fiihren. Eine
interessante und in der Mathematik vielfach verwendete Beweismethode ist die
vollstandige Fallunterscheidung, die du jetzt kennen lernen sollst. AuBerdem
werden wir nicht die Umkehrung direkt beweisen, sondern deren Contraposition.

Was ist eine Contraposition und wie bildet man diese?

Beispiel:
(1) Wenn-dann-Aussage: ,Wenn [es heute regnet], dann [wird die Erde
nass]."
(2) Umkehrung: ,Wenn [die Erde nass geworden ist], dann [hat es heute ge-
regnet]."

(3) Contraposition: ,Wenn [die Erde nicht nass geworden ist], dann [hat es
heute nicht geregnet]."
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Aussagen (1) und (3) sind wahr, Aussage (2) nicht.

Eine Umkehrung zu einer Wenn-dann-Aussage kann wahr sein, muss aber
nicht.

Eine Contraposition hat immer den gleichen Wahrheitswert wie die Wenn-
dann-Aussage.

Aufbau:

a) Wenn-dann-Aussage:
Wenn [Voraussetzung], dann [Behauptung].

b) Umkehrung zu einer Wenn-dann-Aussage:
Wenn [Behauptung], dann [Voraussetzung].

c) Contraposition zu einer Wenn-dann-Aussage:
Wenn [nicht Behauptung], dann [nicht Voraussetzung].

Bemerkung:

Da die Umkehrung zu einer Wenn-dann-Aussage wieder als Wenn-dann-Aussage
notiert werden kann, baut sich die Contraposition zu einer Umkehrung wie folgt
auf:

Wenn [nicht Voraussetzung], dann [nicht Behauptung].

Teste dich jetzt selbst: Gegeben ist die Wenn-dann-Aussage: Wenn eine Zahl
durch 10 teilbar ist, dann ist sie auch durch 5 teilbar.

Bilde:

a) die Umkehrung der Wenn-dann-Aussage

b) die Contraposition der Wenn-dann-Aussage
c) die Contraposition der Umkehrung.

Sind die vier Aussagen wahr oder falsch?

Losungen zu UMK 8:

Fm e ey

“Jeq|i9) G younp JYoIU yone Buniyaywin |

yosiel | aIs sl uuep ‘siJeq)ia) 0L yoinp JUOIU [YeZ SUIS UUSAA Jap uonisodenuo)d | ¢
“1eq[is) 0} YyoInp 421U yone -abessny-uuep :

lyem 9IS 181 UUBP ‘IS1 Jeq|is} G YoInp JYIIU |YBZ SUle UUSAA | -UUSAA Jop uolisodenuo) | € |

deqisy 0l yaunp
yosiey yone aIs 11 uuep 1s1 Jeq|ia} § YoInp |yezZ auld Uuapp Buniyayuin | z

“Jeq|i|} G yainp
Jyem | yone ais JsI uuep st Jeq|iel 0 Y2Inp [YezZ aule Uuspp -afessny-uuep-uuspa | L
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Aufgabe UMK 9
Bilde die Contraposition zur Umkehrung des Thalesatzes.

Losung zu UMK 9:

_______________________________________________________________________________________________________________________

"[ONUIAA 181y28al uIey Dgy Syoalalg sep D »und
|eq 1621] uuep “6al| gV 9001g Jop Jeqn ) slenjgleH Wep jne Jyoiu 9 Pund 1op UUSAA

:Buniya)ywn inz uonisodesjuon

IO)UIAA J81YyDal Ul O Plund 19q 16a1] Dgy Yoo1a1q w| :Bunydneyag

“gF 9oaus Jap Jagn ¥ slanjqed wap jne 16ai| 9 pjund Jaq :Bunzjassnelop
‘so|ey] sop 2133;

‘[6unidneyeg jyoiu] uuep ‘[Bunzjessnelop Jyolu] UUspA Jeisnpy

Aufgabe UMK 10

a) Offne die Geogebra''-Datei ,umk_thales_10.ggb". Ziehe an den Punkten A,
B oder C. Beobachte dabei das Dreieck ABC. Formuliere Aussagen Uber das
Dreieck ABC: Wenn man am Punkt A (B oder C) zieht, so ist das Dreieck ABC
vermutlich immer ein...

b) Ziehe am Punkt D. Beobachte dabei das Dreieck ABD. Formuliere Aussagen
Uber das Dreiecks ABD: Wenn man am Punkt D zieht, so ist das Dreieck ABD
vermutlich immer ein...

Aufgabe UMK 11

Beweise die Contraposition der Umkehrung fir den Fall, dass der Punkt D inner-
halb des Halbkreises liegt. Fertige eine Beweisskizze an.

Aufgabe UMK 12

a) Offne die Geogebra''-Datei ,umk_thales_20.ggb". Ziehe an den Punkten A,
B oder C. Beobachte dabei das Dreieck ABC. Formuliere Aussagen Uber das
Dreieck ABC: Wenn man am Punkt A (B oder C) zieht, so ist das Dreieck ABC
vermutlich immer ein...

b) Ziehe am Punkt D. Beobachte dabei das Dreieck CBD. Formuliere Aussagen
Uber das Dreieck CBD: Wenn man am Punkt D zieht, so ist das Dreieck CBD
vermutlich immer ein...

Aufgabe UMK 13

Beweise die Contraposition der Umkehrung fur den Fall, dass der Punkt D auB3er-
halb des Halbkreises liegt. Fertige eine Beweisskizze an.
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Aufgabe UMK 14

Fasse deine Erkenntnisse aus den Aufgaben UMK 11 und UMK 13 zu einer Er-
kenntnis zusammen.

Wenn der Punkt D in-

nerhalb des Halbkrei-

ses liegt, dann... Wenn der Punkt D nicht auf dem
Halbkreis liegt, dann...
Wenn der Punkt D au-

Berhalb des Halbkrei-
ses liegt, dann...

Aufgabe UMK 15

Bilde die Contraposition der Contraposition. Was stellst du dabei fest?

6.3 Einen Fachtext verstehen lernen

(Folie zur Kompetenz ,Mit Mathematik symbolisch/formal/technisch umgehen®
auf Seite 20).

Das Verstehen eines Fachtextes ist immer mit einem individuellen Lernprozess
verbunden. Es gibt kein Rezept, das dir garantieren kann, mittels einer ,ausge-
kligelten™ Methode einen Text im Ganzen zu verstehen. Die folgenden sechs
Schritte passen sich deinem individuellen Lernen an.
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Einen Fachtext verstehen lernen
® Notiere die Uberschrift(en).

® Lies den gesamten Text und verschaffe dir
zunachst einen Uberblick tiber den Inhalt.
Fasse in 2 bis 4 Satzen kurz zusammen,
worum es im Text inhaltlich geht.

® Der Text ist in einzelne Textabschnitte geglie-
dert. Stelle zu jedem Textabschnitt eine
Frage, sodass deren Antwort volistandig
aus dem Text enthommen werden kann. Be-
antworte deine Fragen. Achte dabei wiederum
auf Texttreue.

O Liste alle neuen Begriffe auf. Sie sind meis-
tens fett gedruckt. Erlautere an Beispielen
ihre Bedeutung. Beachte gegebenfalls den
kursiven Text am Rand und auch die Graphi-
ken.

® Welche weiteren Wérter sind dir in ihrer Be-
deutung unbekannt.
Schlage in einem Lexikon oder im Internet
nach. Gib die Quelle deines Nachschlagewer-
kes an.

® Falls es einen Merksatz gibt, dann formuliere
ihn mit eigenen Worten. Achte auf die richti-
ge Verwendung der Symbole und der
Fachausdriicke.
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6.4 Kopiervorlage der Start-Ziel-Strategie-Folie

(zum Auftrag 14 auf der Seite 36)

Start Strategie
1 Schreibe einfacher.
(nicht immer notwendig)
Bringe die Brliche auf gleichen
2 Nenner. (nur bei ungleichnami-
gen Brichen)
Schreibe die Briche mit allen
3 Plus/Minus-Zeichen auf einen
gemeinsamen Bruchstrich.
Vereinfache den Zahler.
4 Kirze den Bruch soweit wie
moglich.
ZieI Taschenrechnerergebnis: Ziel
bestatigt 00 widerlegt O
Start Strategie
1 Schreibe einfacher.
(nicht immer notwendig)
Bringe die Brlche auf gleichen
2 Nenner. (nur bei ungleichnami-
gen Brichen)
Schreibe die Brliche mit allen
3 Plus/Minus-Zeichen auf einen
gemeinsamen Bruchstrich.
Vereinfache den Zahler.
4 Kirze den Bruch soweit wie
moglich.
Ziel Taschenrechnerergebnis: Zlel

bestatigt 0 widerlegt O
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