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2 Das Skalarprodukt von Vektoren

Kopiervorlage von Frank Schumann und Roland Westphal

2] Lernauftrag 1
Fiir das Dreieck ABC ist folgende CAS- C
Applikation angelegt worden.

HOME/
|‘F1 T Fev Trsv]’ i Trs Trsv
- E Alasbra|Calc|Andere |PraEA L(-_'usc,hT
LB TN 2 (N a1 Fertig B

wa =k ®h — =a
] *a i b i b-as*c

ua ub ub —ua
L] I:Ncur*m(a)jz + [ Mormi b)jz = (Nnr*m(c,jjz +4gl

xaz+xb2+I=|az+gb2=xaz—2-xa-><b+><b:“ [B 22]
o 31 —rechtsigll)

A

#a-xwbh+yga-yb =10

z
—rechts(gl)>/2 Definitionen: Gleichungen:

IN EDG ERAKT FET 4/30

[B 2.1] —BC—| % R
a=Be=| AC=AB+BC

a) Interpretieren Sie die symbolischen - b=
b= AC=( ”J

Ausgaben.
b) Zeigen Sie, dass die Gleichung Vy
x,-x,+y,-y,=0 durch die beiden = (xcj

Vektoren a:=[ ! J und b;:[gj
—4 2

erfillt wird. Welchen Winkel
schlielen dabei a und b ein?
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Ohne Beweis teilen wir mit:

Satz 1 (Orthogonalititsbedingung fiir zwei Vektoren aus R?)

Zwei Vektoren a::[x“) und b::(xbj stehen genau dann orthogonal (senkrecht
y a y b

aufeinander), wenn die Gleichung x, -x, +y, -y, =0 erfiillt ist.

Kurz: albesx,-x,+y,-y,=0

Beispiele
: 2 (15 . . . :
a) Die Vektoren 3 und | 0 sind ein Paar senkrechter Vektoren, denn es gilt:
e
2-15+3-(~10) =0.
-1 1
b) Aus der Gleichung —1-x=0 folgt fiir die Vektoren { ] und ( 1] mit x=-1 die
x —
Eigenschaft der Orthogonalitit. Die Vektoren stehen also senkrecht aufeinander.

9 5
c) Die Vektoren (SJ und (Oj stehen nicht senkrecht aufeinander, denn die Gleichung

9-5+5-0=0 ist eine falsche Aussage.

Bemerkungen
Die linke Seite der Gleichung x,-x, +y, -y, =0 beschreibt einen Term, dessen Wert

das Ergebnis einer speziellen Verkniipfung der Vektoren a:= [x"j und b= (xbj
ya yb
darstellt, das so genannte Skalarprodukt aus zwei Vektoren.

9 5
Beispiel: Das Skalarprodukt der Vektoren {Sj und (0] ist gleich der Zahl 45

(9-5+5-0=45).

Wir halten diese besondere Verkniipfung zweier Vektoren in einer Definition fest und
wenden uns anschlieflend einigen wichtigen Eigenschaften zu.

Definition des Skalarprodukts in R*: %
¥ ¥ - f— Fllgebr*allialc, Andere [PrgER|Lisch
a=| “|und b=|""| seien zwei Vektoren aus |, _
¥, Vs :-:Huf‘g Fer‘t:ag
] 3
R*. Das Skalarprodukt aus a und b, abgekiirzt [is] [is]
mit SkalarP(a,b), ist gleich der reellen Zahl .[ub] i [ub]
mSkalarPia, b wa-xb +ya-gb
Ya X + Ya Vo alal‘P(a FOLG
[B 2.3]

12 © Schumann's Verlagshaus e 02/05



In Mathe einfach besser

Achtung! Das Skalarprodukt zweier Vektoren darf nicht mit der S-Multiplikation
verwechselt werden.

S-Multiplikation Skalarprodukt

38—24 SklP8 2 8-2+10-3=46
10—30 alar 10,3—‘+'—

... verkniipft eine Zahl mit einem Vektor | ... verkniipft zwei Vektoren

Ergebnis: Vektor Ergebnis: Zahl

Fiir das Skalarprodukt in R gilt:

SkalarP(a,b)=0 < a und b sind orthogonal. (1)

(a=0  oder b=0)
SkalarP(a,b)=0 & oder

(a#0,b#0 und <(a,b)=90°)

Wir gestalten eine CAS-Applikation, um mit dieser rechnergestiitzt die Orthogonalitét
zweier Vektoren aus R’ in Spaltenform schnell und einfach iiberpriifen zu kénnen.
Hilfreich hierbei ist der When-Befehl.

Definier orth(a,b)=when (SkalarP(a,b)=0, "orthogonal", "nicht orthogonal" )

HOME/ Interpretationen:
v 2|1 aebra|cEle [Andere PraEr|sseh 5\ (-8 )
oo ot R Das Vektorpaar , hat eine
. [n] ogJona 2 a
®Oefinier orthia, b ={ "nic.ht.gnr*t.hngcunal.' 8 5
Ferti .
S e orthogonale Beziehung.
L nr‘th[[s] B [5 ]] "arthogonal "
5] [8 51(8 : .
. ':‘“'“[[s]’[s]] "micht orthogonal Das Vektorpaar gl s hat eine keine
-th([E;B],[s;EJ)
HMilN EDG EXAKT FET 4/20 1
orthogonale Beziehung.
[B 2.4] & &
HOME/ Interpretation:
:1E’TL1£J;E[H||§E Andere |FraEn b,%ﬂuunm Der Nullvektor 0 ist zu jedem beliebigen
el Vektor aus R’ orthogonal.
L] DPth[[B] b [5]] "nicht orthogonal"
L nr‘th[[ E] B [:]] "arthogonal "
L] nr‘th[[ E] o [:]] "orthogonal"
-th([ﬂ;ﬂ],[r;s])
HMilN EDG EXAKT FET &/20
[B 2.5]
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2] Lernauftrag 2 HOME/

Interpreticren  Sie  die  symbolischen |[-f=lRigébralcaic|antsre PraenlLazch ]

Ausgaben der nebenstehenden abgebildeten  |*Heurufa Fertis

CAS-Applikation. Begriinden Sie Thre [ [Ha] *a [Ha]

Interpretationen. ® SkalarP(a, 5 =(Horn(=))® wahr
lSkalar‘F’(a,A-a)=A-(Nnr‘m(a)]2 wahr
BChkalarPra, h-a)=4-SkalarPla, a) 13k

Wir interpretieren die Ausgabe: y

2 a| SkalarP(aa)
SkalarP (a,a) =(Norm(a)) )

a

Fiir alle ae R*> gilt: Das Skalarprodukt aus dem Vektor @ und [B2.7]
demselbigen ist gleich der MaBzahl des Fldcheninhalts des
Quadrates, welches iiber dem Vektor a aufgespannt wird.

Wir interpretieren die Ausgabe:

SkalarP(a,/"t-a)=/"t-(Norm(a))2 (3)

Fiir alle Ae R und alle ae R* gilt: Das Skalarprodukt aus dem Vektor @ und dem
kollinearen Vektor A-a ist gleich dem A -fachen des Quadrates der Norm von a.

Aus (1) und (2) folgern wir:

SkalarP (a,A-a) = A-SkalarP (a,a) 4)

Fiir alle Ae R und alle ae R* gilt: Das Skalarprodukt aus dem Vektor ¢ und dem
kollinearen Vektor A-a ist gleich dem A-fachen des Skalarprodukts aus dem Vektor
aund a.

Beweis zu (2):
X .
Fiir den Vektor a :=[ ”]; x,eR,y eR gilt:
Ya
SkalarP (a,a)=x,-x,+,"y,
2 2

=x,ty,

= (Norm(a))2
was zu beweisen war
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Beweis zu (3) und (4):

Fiir den Vektor a = (x”j; x,eR,y eR gilt:
Va

SkalarP(a,A-a)=A-x,+A-y,’
:/1-(xa2 +ya2)
= 1-(Norm(a))’
= A-SkalarP(a,a)
was zu beweisen war

2] Lernauftrag 3
Beweisen Sie Aussagen (5a, b).

Fiir alle ae R*:
SkalarP (a,a) > 0;

. (5a,b)
SkalarP (a,a) =0 nur fir a=0

2] Lernauftrag 4
Belegen Sie durch zwei Zahlenbeispiele fiir ae R? mit a=0, dass die Gleichung
Skalar(a,x)=r mit r€ R in xe R* nicht eindeutig 16sbar ist.

21 Lernauftrag 5
Versuchen Sie zu dem Skalarprodukt eine passende Umkehroperation, die
,.Skalardivision durch ae R*“ zu definieren. Welches Problem tritt dabei auf?

3 Mein-Aussagen — 2. Teil

(Fortsetzung des Beitrages von Frau Dr. Ingeborg Loffler aus Ausgabe 01/05)

3.1 Die drei Ebenen eines mathematischen Satzes

Bei den Ubungen in den Mein-Aussagen haben wir uns bisher auf die Informationen
der  quantitativen = Ebene  konzentriert. =~ Hier noch einmal  wichtige
Formulierungshinweise fiir diese spezielle Art der Information:

- L firalle...”,

- ,esgibtein...”,

- . fiir jedes beliebige...“,
- . fiir hochstens ein...*,
- . fiir mindestens ein...“,
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