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I Der Kreis und seine Gleichungen

[= Aufgabe 1

Mittels eines Geometrieprogramms wurde l!“
innerhalb eines kartesischen Koordinaten-

systems ein Kreis kr(M,r) dargestellt. Zu

der computerunterstitzten Zeichnung liefert
das Programm auch die zugehdrige Kreis-
gleichung (x—7)"+(y—-4)" =3 (* _
(siche Abbildung [Abb. 1]). A
Bestimmen Sie aus der Gleichung die Koor-

dinaten des Mittelpunktes M und die Lange
des Radius r .

i)

[Abb. 1]

Definition Kreis in einer Ebene

Gegeben ist eine Ebene & mit dem Punkt M und einer Strecke AB mit der Lange
‘E‘:r.

Als Kreis kK um M mit dem Radius r bezeichnet man die Menge aller Punkte der Ebene

&, die von M den Abstand r haben.
Kurz: k(M,r)e ¢.

L6sung: Wir beschreiben den Kreis vektoriell und fiihren in Anlehnung zu der obigen Abbil-
dung folgende Vektoren ein.

X, . (x Es gilt in [Abb. 2]:
m:=0M = ; p=0P=
Ym P y m+a=p
\ q=p—-m
\ X X
Mr——yF :( j_( j
1 I."...___.-.- d-._.___-'- II| y ym
.._.-"".?::F_I-"'--i;...-- ".llr - ( o )(m J
Y= Yn

- Norm von Q: laf=r (**)

[Abb. 2]

-ﬂ Lernauftrag %ﬂ
a) Kommentieren Sie jede Eingabe. - #=[RlgebralCsleAndereProfAlLoschl
b) Interpretieren Sie die Ausgaben. A Fertie
c) Welcher Zusammenhang besteht zwi- '[J* P [4] i pTnS [H _4]

schen den Gleichungen (*) und (**)? = Hormta) 5214 x+u2-5.y+65
I(Ncur*m(q)jz =p2
x2—14-x+92—8-u+65=r2
l‘m(q)AE FET 4/z0
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| [Abb. 3]
Aus der Gleichung (**) folgt unmittelbar:

Satz 1 (Vektorgleichung eines Kreises in einer Ebene)
Der Punkt P(Xx,y) liegt genau dann auf dem Kreis k(M,r), wenn die Vektorgleichung

2
X_
erfiillt ist: [ ij =r2.
Y= Ynm
Dabei gilt fir den Ortsvektor zum Mittelpunkt M : W:(?j
Bemerkungen

Das Quadrat auf beiden Seiten der Vektorgleichung umgeht die Operation des Quadratwur-
zelziehens. Die Koordinatengleichung ergibt sich aus dem symbolischen Auswerten der vek-

toriellen Gleichung.

Koordinatengleichungen fir den Kreis: HOME/
X—2-X X+ Y =2y cy+x Z+y Z=r? 1 gibr alcSTc [nderelpragaldion |
aquivalent mit
2 2 = HeuRAufg Fertig
(X_Xm) +(y_ym) =T -[x]+p:[xm]+m= F-m+aq [x_xm]
E] L] Y =4
. . . . . I(Nmﬂm(q))2= R
Vektorielle Krelszglelchung in Spaltenform: 22 o 2oxmos b 42 - 2oume 4 xm2 4 unZ = 2
X=X CHorm{gl ) 2=p"2
Norm — r2 HMAIN EODG ERAKT FOLG 5/50
y-y. [Abb. 4]

Frage: Wie bestimmt man aus der vektoriellen Kreisgleichung (**) ohne Rechner die Koordi-
natengleichung (*)?

Wir arbeiten ohne Rechner.
Die Gleichung (**) aus dem Rechnerproto-
koll (siehe [Abb. 3]) mit Radius r = 3.

2, Wir kontrollieren mit dem Rechner.
(Norm(q)) =r?|r=3 (**)
HOME/

2 2 2
X —14-x+y —-8-y+65=3 = = = = =
y y+oo vii— Fllgrébr*alllragln:- Flnrdl'er*e P'r‘FélEFI L.‘;.'Fgc,hT ]

Wir zerlegen das Absolutglied 65, in eine
Summe aus zwei Quadratzahlen und erken-

nen zwei vollstandige quadratische Terme. ® HeuAufg
(x -7 4 [y -4)F =32
w2 _14-w+y®-0.y+E5=19

Fertig

X —14-X+ Y -8 y+(7? +4)=F
- |MN EOG EXAKT FOLG z/30
(X*-14-x+7%)+(y* -8 y+4*) =& [Abb. 5]
(x=7)"+(y-4)" =% (*) | Interpretation: Die symbolische Aquivalenz

bestétigt sich.

ist aquivalent mit der Gleichung (*).
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Wir verallgemeinern und formulieren:

Satz 2
Jeder Kreis in der Ebene lasst sich durch eine Gleichung der Gestalt

X+ y?+A-x+B-x+C=0 mit A B,Ce R beschreiben.

Beweis: Jeder Kreis kr(M,r) als Punktmenge in der Ebene erfiillt mit P(X,y)e kr(M,r)

( X— Xm J
y ym
Die Vektorielle G|e|C| 18] Ig iSt a"quivalel it |Ilit HOME/

2, 2 2 2 _ .2 e [n1aebra[cale [andere Praeal sseh
- enra|lal s |Hhdere |H SC
XA Y =2 X X =2y Y+ X Yy =T : ==

X+y =2-X X=2-y -y+X Z+y Z-r>=0

2

2

die Voraussetzung von Satz 1. Also gilt fir jeden Punkt P(X, y) : =r-.

= HeyAufg Fertig
i _ z
Wir ersetzen durch _[NDPN[[X xmm _.2
. . D- S~ 2 2 .2 Il
A=-2-x,B=-2y,;,C=x"+y, —r w2 2wt 2 - Zoumou w4 un? = p2
CHorm{[[x—xml[vy—yml] 3 >2=p"2
und erhalten: X*+y*+ A-Xx+B-x+C=0. ria T FRT 2730
was zu beweisen war [Abb. 6]

Die Umkehrung zum Satz 2 gilt nicht, denn bei- | HOME/

Spielsweise ISt die GleiChung viﬂ ngré‘l-;r*a Craglvc, HanHETr*e F'rf;EﬂlLi:u'FgEhT ]

X°+y?+18x—-16y+341=0  Aaquivalent  mit

> 5 5 = HeuAutg Fertig
(x+9)"+(y—8)" =-14°. Es gibt aber keine reelle | [a(x+12+(y- )%= -142

2 2 - -
T S 24 18w+ - 16 u+ 145 = -196
Zahl r fur die gilt: r*=-14. e e e Vi e

Wir  schlie@Ben  daraus: Es gibt mit " f 418w+ yl-16-u+ 3410
A:=18;, B:=-16; C =341 eine Gleichung der Ge- R e 5 FRT 3730
stalt X*+y*+ A-x+B-x+C =0, die keinen Kreis [Abb. 7]
beschreibt.
was zu beweisen war

[= Aufgabe 2 v x
Gegeben sind drei Punkte A(2, 4), B(12, 4),

C(6, 8).

a) Zeigen Sie, dass diese drei Punkte auf ein

und derselben Kreislinie liegen. A B

b) Veranschaulichen Sie diesen Kreis sowohl
algebraisch als auch grafisch-numerisch.
c) Bestimmen Sie von diesem Kreis Umfang -

und Flacheninhalt. a1 \—_—// x
d) Ist das Dreieck ABC rechtwinklig? Ent-

scheiden und beweisen Sie elementar- [Abb. 8]
geometrisch ohne Rechnung und vektoriell
mit Rechnung.
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Zu a) Existenz und Eindeutigkeit des Kreises k(M,r)
Wir erinnern uns an den elementargeometrischen Satz:

Satz: Jedes Dreieck besitzt genau einen Umkreis.

Aus den Koordinaten der drei Punkte A,B und C erkennen wir sofort, dass es ein Dreieck
ABC gibt. Das Dreieck ABC hat genau einen Umkreis. Die Punkte A, B und C liegen also
auf ein und derselben Kreislinie.

Zu b) Symbolische und grafisch-numerische Veranschaulichung des Kreises k(M,r)
Wir wissen zwar nach a), dass es genau einen Kreis k(M,r) mit Ae k(M,r), Be k(M,r)

und Ce k(M ,r) gibt. Die Koordinaten von M und die nichtnegative reelle Zahl r sind uns
dennoch unbekannt.

Wir sollen den Kreis k(M,r) sowohl algebraisch als grafisch-numerisch veranschaulichen.
Das bedeutet: Jede geforderte Darstellung fur sich soll mit ihren spezifischen sprachlichen
Eigenheiten dazu beitragen, den eindeutig existierenden Kreis anders wahrzunehmen als
bisher. Unser Ziel bei der Veranschaulichung wird es sein, den Mittelpunkt M und den Ra-
dius r zahlenméaRig zu bestimmen. AuRerdem wollen wir auch den rechnerischen Nachweis
fuhren, dass die drei Punkte A, B und C Elemente von k(M,r) sind.

Wir kimmern uns zuerst um die algebraische Darstellung und fuhren die flinfstellige Aussa-
geform H ein.

X=X

2
=r® mit X,y,X,V,.,f € Rar=>0.
y_yij Xm

H % Y X Yo 1) (Norm(

Ack(M,r); A(2,4) A Bek(M,r); B(12,4) A Cek(M,r); C(6,8)
H (2,4, %, Y1) AN H (12,4, %, Yoo 1) AN H(6,8 %y, Y )

Durch die Und-Verknipfung entsteht eine Aussageform in drei freien Variablen, die wir mit
syst bezeichnen. Wir legen eine entsprechende CASA an.

= NeuAufg
2
= Definier h(x,y,X,, Y, I) = Norm(x_xmj =r?
Y= Ynm
= h(2,4,x,,Y..r)and h(12,4,X,,Y...r) ad h(6,8,X,, ¥,..I ) = syst

Wir suchen nach einer symbolischen Losung fir das nicht lineare Gleichungssystem syst .
Lésungsvariablen sind: X,y ,re RAr=0.

Wir erweitern die CASA um einen eingeschrankten Lose-Befehl.
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= NeuAufg

= Definier h(X,y, X, Y1) {Norm(

= Lose(syst,{X,, Yn r})[r =0

2
-3
Y=Y

=  h(24,x,,Y,r)andh(12,4,x,,Y,,r) and h(6,8,x., y,,r) — syst

Wir werten den Lose-Befehl symbolisch und approximativ aus.

HOME/
|‘F1 T Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]
Fertig
B2, d . xm,um, P and h{l2, 4, =m,gm, ) zp
xm2—4-xm+um-(um—ﬂj=rz—2lﬂ and xmZ P
mlisefsyst, {xm um r3)|REA
=26 and xm=7 and um=3
Wl Szelsyst, Lxm w3 |rE0
t = 5.09902 and xm=F. and gm = 3.

Lose<svst, . {xm,ym,.»} )| r>0

HMAIN EODG ERAKT FET &/50

[Abb. 9]

Interpretation: Der Kreis k(M,r) wird durch
M (7,3)und r = V26 =~ 5.09 festgelegt.

Wir sind nun in der Lage, die gesuchte algebraische Darstellung in Form einer Koordinaten-

gleichung zu bestimmen. Die symbolische Auswertung von h(x, Y, 7,3, \/26) liefert uns eine

Kreisgleichung, die wir entsprechend der Gleichungsgestalt aus Satz 2 noch ein wenig um-

formen.

HOME/

[‘Fi"w;.T Fev T Fav T T T FE T FE™ T ]
= f—|Alasbra|Calc|Andere [PraER|Losch
T I AT TT T -1 L= = =

Wl Szelsyst, Lxm w3 |rE0
= 0.09902 and xwm=F.

mhix,u, 7,3, [26)

%2 - 1% +u® - G-y + 58 =26
m(xZ- 14 w+u-ag+sa=26) - 26

%2 - 14 m+y-g-y+32=0

and gm = 3.

Antwil)—26

FAIN EDG EXART

[Abb. 10]

FET 2/20

Interpretation: Fir alle Peripheriepunkte des
Kreises k(M,r) gilt:

X*+y?—14-x-6-y+32=0.

Wir testen unsere Gleichung nach ihrem symbolischen Wahrheitswert aus, indem wir
Uberprifen, ob tatsachlich die drei Punkte A,B und C Elemente von k(M,r) sind oder

nicht. In der Aussageform h(X,y,X., Y, I) belegen wir die ersten beiden lokalen Variablen
X und Yy entsprechend mit den Koordinaten der Punkte A,B und C und werten dann die

Aussagen symbolisch aus.

il H1£§Er~a|p§1'; ArvereProEalLieeh] |
w214 x+ul-5-y+53=26
P T P
w214 x+ul-g-y+3z=0

Interpretation: Die Koordinaten der drei
Punkte A,B und C erfullen den Ausdruck

h(x, Y, X, Y, ) und somit zugleich auch die

ah(2,4,7,%, 5 T .<dahinter stehende* Kreisgleichung
=h(12,4,7,3,[5E) wshr X*+y*—14-Xx—6-y+58=26. Die drei
WG, 8, 7,5, 26 h . .
IR L TS, —— Punkte liegen auf dem Kreis k(M,r)
[RLL] i BG EXAKT FET 10/30
[Abb. 11] (M (7,3) und r =+26 =5.09).
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Wir gestalten eine aquivalente Kreisgleichung in der Gestalt (x—x,)*+(y—y,) =r. Ihr
Vorteil zeigt sich in der leichten Interpretierbarkeit fir die Auswertung der Mittelpunktkoordi-

naten und des Radius.

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

%214 x+u-g-y+32=0

whiz,4,7,3,[Z6) wahr
"hilz.4,7.3,[Z8) wahr
mhiG,8,7,3, 28] wahr

l(x—?j2+(g—3)2=25
22— 14w +y® — G-y +58 =26

Ef_7)A2+(H_3)A2=26

IN EODG ERAKT FET 1130

[Abb. 12]

Um den Kreis auch grafisch-numerisch
darstellen zu kénnen, bendtigen wir
geeignete Funktionsterme. Einen gan-
zen Kreis durch einen einzigen Funk-
tionsgrafen zu prasentieren, ist auf-
grund der nichteindeutigen Zuordnung
unmaoglich. Deshalb teilen wir den Kreis
in zwei geeignete Halbkreise auf, wobei
jeder Halbkreis durch seinen eigenen
Term erzeugt wird. Die Teilung verlauft
parallel zur Xx— Achse.

Interpretation: Die drei Kreisgleichungen
X°+y?—14-x—6-y+32=0,

x*+y?—14-x—6-y+58=26 und
(x— 7)2 +( y—3)2 =26 sind aquivalent und
gehen aus der Aussageform

h(x,y,7,3, «/%) hervor. Sie beschreiben mit
M (7,3)undr=+26~509 den Kreis
k(M,r).

.I'I |

fTix)

N
o,

[Abb. 13]

Keine Funktion

[Abb. 14]

Zwei Funktionen

Um zwei explizite Funktionsgleichungen zu erhalten, formen wir mittels Lose-Befehl die Aus-
sageform h(x,y,7,3, \/%) - Kreisgleichung - symbolisch nach y um.

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

"hilz.4,7.3,[Z8) wahr
mhiG,8,7,3, 28] wahr

l(x—?jz+(g—3)2=25
2214w +y® — 6.y +58 =26
w | Gselhlx,u, 7.3, 28], 4)
u= A 1ax-23-3) or u=l-xZ+ 14

Losethi(x,. v, 7.3, J(262),.u>
EDG EXAl

HMAIN 3 ERAKT FET 1:/30

[Abb. 15]

Interpretation: Die beiden Funktionsterme fur
die Halbkreise sind

—(\/(—x2+14-x—23)—3) und

J(X+14-x-23) +3.

Wir legen im Hauptbildschirm die Grafikterme fest.

HOME/
[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Al gebialCalc|Andere|[PraEA|Lasch
=T T TIg o] - I

®Z = 14-x +yZ -6y + 58 = 2§
wLiselhix,u, 7,3, Z6), 4)

Y=Editor/
[‘Fi Trsz E TF-.T FEr T FET rF

- E Zoom[Bearb] < |Alles|feitti IT:’-E-::ZH-E s-sﬁ..ﬁ
&FLOTS

cat=A[=Z+ 14 %-23-3)

“H%:J'x2+ 143 -23+3

-=|=-[ -x2+14-x—23—3] or w=]-x%+ 14 042
5=
s ([T 14 %-23-3) s 0100 Fertig §%=
7=
w2 14— 23+ 34 200 Fertig H3=
w3 Cxd=
AN EDG EXAKT FET 1430 AN EDG EXAKT FET
[Abb. 16] [Abb. 17]
WINDOW/ GRAPH/
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FAIN EDG EXART FET

[Abb. 18]

1 Fer | _F% Y FE | FG™ FP
- E Zoom|Spur Heufei [Math|Zchn| ﬁ:?

i

FAIN EDG EXART FET

[Abb. 19]

Mit der GRAPH/Spur-Funktion scannen wir von beiden Grafen einige interessante Punkte.

1 Fer | _F% Y FE | FG™ FP
- E Zoom|Spur Heufei [Math|Zchn| ﬁ:?

T

it

i

1

s

i T

1 Few | F¥ & FEw | FE™ [F7
- E Zoar|Spur Heufei [Math|Zchn] - ﬁ:? i

1

1 Few | F¥ & FEw | FE™ [F7 H
- E Zoar|Spur Heufei [Math|Zchn] - ﬁ:? i

1 Fer | _F% Y FE | FG™ FP
- E Zoom|Spur Heufei [Math|Zchn| ﬁ:?

it

B

N

+ i 3 i
®oiZ, go i, ®oiZ, g id.
[Abb. 20] [Abb. 21]

i T

1w _Few | _F% & FEw | FE™ [F7
= f—|Zoom[Spur [HeuZe i [Math|Zchi] - ﬁ:? i
2

s

| il | /
M:::ICP;: 12. EOG EXAKT HG: 2F-KT M:::ICP;: 12. EOG EXAKT HG: 4F-KT
[Abb. 22] [Abb. 23]

[[FIomyy Few [ P2 T Fo .| FEv [ F&= [F? 1. fL |
- E Zoom|Spur Heufei [Math|Zchn| ﬁ:? i

R\.q;_/; \, !
HEih, gt "2, HEih, g i8.
[Abb. 24] [Abb. 25]

Die Interpretationen der Abbildungen [Abb. 20] bis [Abb. 25] Uberlassen wir dem aktiven Le-
ser.

Zu c) Berechnungen des Umfangs und Flacheninhalts von k(M,r)

Wir definieren entsprechende Grdl3en in Abh&ngigkeit von r funktional und werten die be-
legten Terme symbolisch und approximativ aus.

HOME/

Interpretation: Der Langenmalf3zahl fir
den Kreisumfang betragt exakt
2-w-~26.
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- i |R1 gebralcale Andare PraEflLizch| Die exakte FlachenmafBzahl betragt
LIHLIT 3 FEFLIS 26 T

" lefinier wir)=2-m-r Fertig . ' . i . .

" Definier £10r)=m-r2 Fertig Gibt man fir den Radius beispielsweise

= [ [ZE) z-n-JZE die Langeneinheit Zentimeter vor, dann

= u([ZE) 32,0381 betragt der Umfang 32 cm und der

" F1L{ZE) 267 Flacheninhalt

u £10[ZE) g1.6814 82 cm?

£f1CIC262) :

AN EDG EXAKT FET 7730

[Abb. 26]

Zu d) Eine Behauptung — zwei Beweise
Wir behaupten: Das Dreieck ABC ist nicht rechtwinklig.

Elementargeometrischer Beweis mittels Satz von Thales und Umkehrung:

Satz von Thales -
Wenn der Punkt C auf der Kreislinie (Peripherie) mit AB als Durch- : \
messer liegt, dann ist der Winkel <<BCA ein rechter.
n ¥ i
. . . . .e . - ll.
Kurz: Jeder Peripheriewinkel iber dem Durchmesser ist ein rechter. [Abb. 27]
Voraussetzung Behauptung
Satz C liegt auf Peripherie mit AB <BCA=90°
als Durchmesser.
Verneinte Behauptung Verneinte Voraussetzung
Kontraposition <BCA#90° C liegt auf Peripherie mit AB
nicht als Durchmesser.
Voraussetzung Behauptung
Umkehrung <BCA=90° C liegt auf Peripherie mit AB
als Durchmesser.
Verneinte Behauptung Verneinte Voraussetzung
Kontraposition C liegt auf Peripherie mit AB *BCA# 90°

nicht als Durchmesser.

Beweismittel: Kontraposition zur Umkehrung des Satzes von Thales.
Beweisfiihrung: Der Punkt C(6, 8) sei Peripheriepunkt. Die drei Punkte A(2, 4), B(12, 4)

und M (7, 3) liegen nicht auf einer Geraden. Folglich kann die Strecke AB nicht der Durch-

messer sein. Nach der Kontraposition zur Umkehrung folgt schlielich: Der Winkel <BCA ist
kein rechter.
was zu beweisen war
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Vektorieller Beweis mittels Orthogonalititseigenschaft der skalaren Multiplikation in R?*:
Wir zeigen: SkalarP(E,C—B) #0.

o — (6-2 4 — (12-6 6
Mit AC = = und CB = = folgt
8-4 4 4-8 -4

SkalarP( AC,CB) = Ska'arp((jj’(-in

=4-6+4-(-4)
#0
was zu beweisen war
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