Voyage™ 200/ T1-89 Titanium Analytische Kegelschnitte Name des KB:
Geometrie

Autor: Frank Schumann Sekundarstufe Il Kreis, Tangente XXX

Kreis und Gerade

21 Lernauftrag 1

a) Ubernehmen Sie die CASA/GNA auf Ihren Rechner.

b) Interpretieren Sie die Ausgaben der Abbildungen [Abb. 5] und [Abb. 6]

c) In welcher Lagebeziehung stehen die zwei Objekte, die durch gl1 und gl2 beschrieben

werden?
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2] Lernauftrag 2
Was versteht man unter einer Sekante, Tangente und Passante am Kreis? Skizzieren und
erlautern Sie.

2] Lernauftrag 3

Gegeben sei der Kreis k(M,r) mit M (2,3) und r =4cm. Geben Sie einen
(1) Punkt B auf k(M,r) und

(2) Punkt P, auBerhalb von k(M,r) an.

Literaturverweis: ,Das Einmaleins des Voyage™ 200“ und ,Das Einmaleins des TI-89 und des TI-89 Titanium* 70510
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Autor: Frank Schumann Sekundarstufe Il

Kegelschnitte Name des KB:

Kreis, Tangente XXX

Beschreiben Sie die Zirkel-Lineal-Konstruktionen zur Konstruktion der Tangenten an

k(M,r), die durch B, bzw. P, verlaufen.

[= Aufgabe 1

Entwerfen Sie eine CASA zur Schnittpunktbestimmung des Kreises k(M,r) mit der
Geraden g(AB). Esgilt: r =5; M (1,-2); A(-3, —-15); B(-2,-13).

Handelt es sich bei g(AB) um eine Sekante, Tangente oder Passante am Kreis g(AB)?

Begriinden Sie.

Bezeichner einfiihren

Wir  definieren in Spaltenform 4
Ortsvektoren: p,, m, a und b.
Py fahrt zu einem beliebigen

Peripheriepunkt von k(M,r);

m fuhrt zu dem Mittelpunkt M ;

a und b fuhren zu den Punkten A bzw. B.
AulRerdem legen wir den Radius r fest. Alle
diese Variablen werden global belegt.

Bezeichner in funktionaler Notation einfiihren

Mithilfe des HOME/Andere/Definier-Befehls
fuhren wir tber eine funktionale Notation die
beiden Ausdriicke:

k(P m,r)
(vektorielle Kreisgleichung);

p,(ab,s)
(Ortsvektor zu einem beliebigen
Punkt der Geraden g(AB))

ein.

k(pk,m,r)::(Norm(pk—m)zzrz)

p,(ab,s)=a+s:(b—a) mit se R

Es erfolgt eine symbolische Auswertung
beider Ausdriicke.
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Interpretation:

X +y*—2-X+4-y+5=25

(Koordinatenkreisgleichung);
s-3

fey

(Geraden-Ortsvektor mit Parameter S).

Literaturverweis: ,Das Einmaleins des Voyage™ 200“ und ,Das
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XXX

Bedingung fur Schnittpunkt bestimmen
Wir fragen nach Schnittpunkten: Welche
Peripheriepunkte des Kreises k(M,r)
haben die gleichen Punktkoordinaten X und
y wie die Punkte der Geraden g(AB)?

Die Schnittpunktbedingung an die
dreistellige Aussageform k( pk,m,r) lautet:
P = py(ab,s).

Wir arbeiten mit dem Mit-Operator ,|".

Nach symbolischer Auswertung entsteht
eine einstellige Aussageform in s.

Parameter s berechnen

Wir formen mittels HOME/Algebra/Ldse-
Befehl die Gleichung

5-(s°—12:5+37)=25

symbolisch nach s um.

Nach symbolischer Auswertung entsteht
eine einstellige Aussageform in der Oder-
Verbindung.

Koordinaten fur Schnittpunkte bestimmen

Im Ortsvektor p,(a,b,s) belegen wir lokal

den Parameter S; einmal mit 8 und dann mit
4. Die Ortsvektoren a und b haben bereits
feste Werte (siehe [Abb. 7]) und muissen
nicht ,neu” belegt werden.

Nach symbolischer Auswertung entstehen
Ortsvektoren, die zu den Schnittpunkten §

und S, fihren.
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mk(pk, M, P %2 -2 w+yul+d.g+r5=25
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Interpretation: Alle reellen Werte s, die die
Gleichung 5-(52—12-S+37)=25 erfillen,

liefern in gewisser Weise auch die
Koordinaten der Schnittpunkte beider
Objekte.
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[Abb. 10]

Interpretation: Die Zahlen 4 oder 8 erflllen
die Gleichung in s.
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Interpretation: Die Schnittpunkte von Kreis
und Gerade sind S (5,1) und S,(1,-7).

Literaturverweis: ,Das Einmaleins des Voyage™ 200“ und ,Das Einmaleins des TI-89 und des TI-89 Titanium*
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Voyage™ 200/ T1-89 Titanium Analytische Kegelschnitte Name des KB:
Geometrie

Autor: Frank Schumann Sekundarstufe Il Kreis, Tangente XXX

Punktprobe durchfiihren

er erzeuQen A aus der i Aussageform *1E Fllgrévbr*alllraglvc- Hr'leI'ETr"E' P'I‘félEH L-Eng-hT ]
k(p,mr) zwei Aussagen, indem wir die SEEE
. "pgla,b, &)
Variablen X und Yy lokal belegen: [1]
"pgla,b, 4) [_?]
k .m,r x =5/ and :1, Bkipk.m,r)|x=5 and u=1 waht
(pk )l y B kipk.m,ri|x=1 and u= -7 waht
[RLL] EDG EHAKT FET 1%/30
k(pmr)|x=[landy=[-7] [Abb. 12]

Nach symbolischer Auswertung werden die | Interpretation: Die Punkte 3_(5,1) und

zugehoérigen Wahrheitswerte geliefert. ) o
S, (L-7) gehoren tatsachlich auch zum

Kreis k(M,r).

Antwort
Aufgrund der zwei Schnittpunkte S und S, handelt es sich bei der Geraden g(AB) um eine
Sekante am Kreis k(M,r).

2] Lernauftrag 4
Veranschaulichen Sie die Lagebeziehung von g(AB) und k(M ,r) aus der letzten Aufgabe

in einer GNA.

[= Aufgabe 2
Vom Punkt P(O;12.5) soll an den Kreis k mit der Gleichung x*+ y* =100 eine Tangente t

gelegt werden. Zeigen Sie, dass die beiden Gleichungen 4-y—3-x=50 und 4-y+3-x=50
jeweils eine derartige Tangente t beschreiben. Gibt es mdglicherweise noch andere
Tangenten? Begrinden Sie.

Gegeben ist der Kreis k(M,r) mit r=+5 und dem ;
Mittelpunkt M (2,1). /s““:\

a) Zeigen Sie, dass fur den Punkt B mit R (33) gilt: MO )

Pek(M,r). ™t

b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente, die den
Kreis im Punkt P, berihrt. [Abb. 13]

Literaturverweis: ,Das Einmaleins des Voyage™ 200“ und ,Das Einmaleins des TI-89 und des TI-89 Titanium* 70510
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Voruberlegungen und Bezeichner einfihren

Liegt der Punkt B, (3,3) tatsachlich auf
k(M,r)?

Wenn ja, dann ist B, gleichzeitig auch der
Beruhrpunkt der gesuchten Tangente t.

Die Tangente konnen wir durch einen
Ortsvektor fur Geradenpunkte erfassen.

Wir legen 3 Ortsvektoren fest:

P, filhrt zu dem Punkt B, (3,3),

m fuhrt zu dem Mittelpunkt M (2,1),
b fuhrt zu dem Punkt B(bx,by).

AulRerdem definieren wir r : \/5 —Tr.

ll'J

il X

&M R

[Abb. 14]

Bezeichner in funktionaler Notation einfiihren

Wir fihren weitere Bezeichner ein:

k(pk,m,r)::((Norm(pk -m))°

(vektorielle Kreisgleichung)

p,(a,b,s):=a+s:(b-a)
(Ortsvektor fur Geradenpunkt)

Zu a) Punktprobe

Wir testen die vektorielle Kreisgleichung mit
der Belegung Kk(p,mr) aus und

uberprifen die Aussage B e k(M,r) auf
ihren Wahrheitsgehalt.
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[Abb. 16]

Interpretation: Die Aussage P, € k(M,r) ist

wahr. Der Punkt R (33) liegt auf der
Kreislinie.

Literaturverweis: ,Das Einmaleins des Voyage™ 200“ und ,Das Einmaleins des TI-89 und des TI-89 Titanium*
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XXX

Zu b) Bezeichner einfihren und Bedingung fir Punkt auf Tangente bestimmen

Wir fuhren fur spezielle Vektoren zwei sehr
nutzliche Bezeichner ein:

radius:= MPx = p, —m;
t_richt:=RB =b-p,
Wir  wissen: Wenn der Ortsvektor
P, (Py;0,S) einen beliebigen Punkt P der
Tangente t(F{(P) L,ansteuert®, dann muissen

die Vektoren M—F{( (Radiusvektor) und FTB

(Richtungsvektor der Tangente) orthogonal
sein.
Es gilt der bekannte Zusammenhang:

radius Lt _richt
&
SakaarP(radius,t _richt)=0

Der Richtungsvektor t_richt=RB der

Tangente kann somit numerisch bestimmt
werden.

... Punktkoordinaten bestimmen

Wir bestimmen von dem Punkt B die
Koordinaten. Dazu stellen wir die Gleichung

b+2b,-9=0

0.B.d.A. nach by um und setzen mittels Mit-

Operator die Bedingung b, =1.

~ -
¥

k(M.

[Abb. 17]
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by -3
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B SkalarPiradius, t_richt)=0
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[Abb. 18]

Interpretation: Wir erhalten eine Gleichung in
zwei Variablen. Alle Loésungen stellen die
Koordinaten fur den Punkt Be t dar.

|‘F1 T Fer Trsv]’ o™ Trs ‘l’rsv
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]
1
Bpk—m+radius [2]
b =3
=k —-pk+t_richt
] ric bg—S]

B SkalarPiradius, t_richt)=0
bx+2-by-9=0

mlEsetbx + 2 by-9=0, byl |bx=1

by =4
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[Abb. 19]

Interpretation: Das Koordinatenpaar (14)

ist eine Losung. Die Gleichung hat unendlich
viele Lésungen.

Literaturverweis: ,Das Einmaleins des Voyage™ 200“ und ,Das Einmaleins des TI-89 und des TI-89 Titanium*
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Voyage™ 200/ T1-89 Titanium Analytische
Geometrie
Autor: Frank Schumann Sekundarstufe Il

Kegelschnitte

Kreis, Tangente

Name des KB:

XXX

... Ortsvektor der Tangente bestimmen

Wir kennen von der Tangente t die Punkte
Pk(3,3) und B(:L4).

Wir sind somit in der Lage, den Ortsvektor
P,(P,b,s) von t zu bestimmen. Wir

belegen mittels Mit-Operator lokal den
Ortsvektor b. Der Vektor p, ist bereits
belegt.

Nach symbolischer Auswertung erhalten wir
einen Vektor mit reellem Parameter.

2] Lernauftrag 5

AL sebra|ooTc [Andore [ProEalLioeh] |
. by =3
Bh—-pk+t_richt [bu—S]
®SkalarPiradius, toricht) =0
bx+2-bu-9=0
m| Gselhx + 2 by-9=0,by) |bx=1 by =4
1 I-25]
'Pg(Pk,b,sjlb—L] [5+3
Ef(Pk’h’S)lh=[1;4]
AN EOG EXAKT FET _10/30
[Abb. 20]
Interpretation: Die Tangente hat den
—-2-S )
Ortsvektor mit se R.
3+1's

Veranschaulichen Sie die Lagebeziehung zwischen der Geraden g mit dem Geraden-

Ortsvektor
3+1-s

GNA.
Lésungshinweise:
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[Abb. 21]
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[Abb. 23]

Mit dem Werkzeug
GRAPH/Math/5:SchnittPkt werden die
Koordinaten des Beruhrpunktes tberpriift.

2

‘S 3 1
J und dem Kreis k mit der Gleichung Norm((sj—(zn =5 in einer

WINDOW/

HMAIN

[Abb. 22]

EODG ERAKT FET

GRAPH/

I‘Fi Trzv]’rs T Y Trsv]’rsv‘lﬁ T B
- E Zoar|Spur HeuZe i [Math|Zchn] - f itz ]

AN

EODG ERAKT FET

y=-.Sx+d.5
HAIN

[Abb. 24]

Mit dem Werkzeug
GRAPH/Math/A:Tangente wird die Lage der
Geraden Uberpruft.

Literaturverweis: ,Das Einmaleins des Voyage™ 200“ und ,Das Einmaleins des TI-89 und des TI-89 Titanium*
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Voyage™ 200/ T1-89 Titanium Analytische
Geometrie
Autor: Frank Schumann Sekundarstufe Il

Kegelschnitte Name des KB:

Kreis, Tangente XXX

= Aufgabe 3 (Herleitung der vektoriellen Tangentengleichung)

Gegeben ist der Kreis k(M,r) mit dem Mittelpunkt
M (X, ¥,,) und dem Punkt Pe k(M,r) mit P(X,y,).
Bestimmen Sie eine vektorielle Gleichung der Tangente,

die den Kreis im Punkt P beruhrt.

Der Punkt P(X.,Yy,) soll ein Berihrpunkt sein. Wir

—

T

bezeichnen zwei Ortsvektoren sowie die vektorielle [Abb. 25]

Kreisgleichung.

m fiihrt zu dem Mittelpunkt M (X, V,,),
p fuhrt zu dem Punkt P(X,,Ys),

k(p,m,r):z((Norm(p_m))z rz)

(vektorielle Kreisgleichung)
AuBerdem bendtigen wir den Radiusvektor
und den Tangentenrichtungsvektor:

Xp — Xin )

Yo = Ym .
Wegen der Forderung
SkaarP(radius,t _richt)=0
legen wir fest:

radius:= MP= p—m:(

t_richt::(yp_ymj.

Xn = Xp

(Bitte Koordinatenwahl begrinden!)

Wir  belegen in Py (a,n,s) die
Vektorvariablen a und n lokal mit den
Werten von p und t_richt, um den
Ortsvektor der Tangente mit reellem

Parameter s zu realisieren.

Wir erkennen: Der Ortsvektor der Tangente
hangt von vier Koordinaten und einem
skalaren Parameter ab.

Wir legen den Tangenten-Ortsvektor fest:

(Yo = Ym)-S+%

t(XP’yP’Xm’ym’S) = (Xm—x )S+y
P P

und testen ihn durch lokales Belegen aus.
Die Interpretation Uberlassen wir dem
aktiven Leser.

HOME/

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]

- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

= HeuAufg Fertig
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Fertig
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HE ~ drl
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[Abb. 26]
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- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

m0efinier kip,m,r)={Mormip = NJJE =rZ

Bp—mn*radius

i -

o i 3 t_richt [Hp H”]
-1-(xp - =n) = =P

B SkalarPiradius, t_richt) 0]

SkalarP{radius . t_»richt)

FAIN EDG EXART FET &/20

[Abb. 27]

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere|[PraER|Lasch ]

[up —uml

o i > t_richt [HP - Hm]
-1 -[xp - =nm) M — =P
B SkalarPiradius, t_richt) 0]

B Oefinier pala,n.sl=a+s=s-n Fertig
[(up -] s + ®P]

®palp.t_richt, =) {3m — %p] S + up

(p,t_richt,s)
HHIN DG EXHET
[Abb. 28]
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mpaip, t_richt, =)

(9P —um] = +:

B 0efinier Lixp, dp, ®Mm, 9m) =[(><m _ XP':I'E N

Fertig
03,32, 1 [2'5+3
-z
t(3,.3,.2.1>
AN EO0G EXAET FET _in/30
[Abb. 29]
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Voyage™ 200/ T1-89 Titanium Analytische
Geometrie
Autor: Frank Schumann Sekundarstufe Il

Kegelschnitte Name des KB:

Kreis, Tangente XXX

Satz 3 (Kreistangente im Punkt P mit Parameter se R)
Die Tangente t, welche einen Kreis k(M,r) mit M (X, Y,,) im Punkt P(Xp, yp) berthrt, hat

den Ortsvektor

(Yo Ym) S+,

t(Xp Vs Xis Yins S) =

[ Aufgabe 4

(Xm_xp

)-s+y,

Der Punkt P(8,10) liegt auf dem Kreis k(M,r) mit M(-9,-7). Bestimmen Sie die
Koordinatengleichung der Tangente t im Punkt P .

Erster Losungsweg (Eliminierung der Variablen s)

Funfstellige Aussageform nach Satz 3

(Yo = Ym) S+,
(Xa=%,) S+,

%t(xp’ yp’ Xm’ ym’S)

Nach Satz 3 kann der Ortsvektor der
Tangente mit t(X,,Y,, X, ¥S) berechnet
werden. Belegt werden in t(X,,Y,, X, Y S)

die ersten vier Parameter. Wir wahlen als
Ansatz die Vektorgleichung

(Xj ~1(8.10,-9,7,5).
y

Nach symbolischer Auswertung entsteht
eine dreistellige Aussageform (kein Vektor!)
in X,y und S.

Wir eliminieren aus beiden Gleichungen die
Variable s, indem wir getrennt nach den
Seiten der Gleichung entsprechende
Termglieder addieren.

17-s +8

T 7
-17-s +10

0 + 18

X

7

X+y

Nach symbolischer Auswertung entsteht
eine zweistellige Aussageformin X und V.

HOME/

I‘Fi ]’ Fer T rsv]’ o™ T FE T FE™

- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]
= HeuAufg Fertig

_[(HP—HNJ-5+XP

F LKP YRy ®M G UF G, S)
[zm = =p) =+ 9p

Fertig
>< =172+ 8 ]

u =ti2, 18, -9, -7,
[u] ‘ =) [u=1El—1?-s.

[x,y] t(8.10,9,. 7.8
BI]GEHHKT FET 330
[AbD. 30]

zwei
X, Y

Interpretation: Wir erhalten
Gleichungen mit den drei Variablen:

und S.

- {— ngebr‘alcalc Flhder*e P'r*gEFI Lcusi:hT

" yFinier LOKP . YR, X0, gm) =

(M — =Pl = + Jp|

Fertig
® x=1v-s+8

L] =+(g, 10, -9, -7
[u] : : [u=1EI—1?-5]
mx=17-=+8+gll # y=10-1v-=5 +glZ

y=10-17-=
mgll +gl2 #x+y=18
gll+gl2
HAIN BOG ERAKT FET /%0
[Abb. 31]

Interpretation: Die Tangente t im Punkt P
hat die Koordinatengleichung x+y=18.
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Zweiter Losungsweg (mithilfe des Skalarproduktes)

Sechsstellige Aussageform (nach Satz 4)

S AR s

Wir bedienen uns einer sechsstellige | HOME/

Aussageform. Belegt werden in | 1% &8 azbralc5ie ndere ProgalLaten] |

ta(x, ¥, X, Y, X1 Y, die letzen vier | [ MeuRufg Fertia
Pa(rametepr. ) rsistard ]S ]l e

mtalx,u, 8,18, -9, -7
17 x4+ 17 -u-306=0

Nach symbolischer Auswertung entsteht || - 47 -zp5=0
eine zweistellige Aussageformin X und V. " 17

Antwil >~17

HMAIN EODG ERAKT FET 4/50

[Abb. 32]

x+ygy—-13=0

Interpretation: Die Tangente t im Punkt P
hat die Koordinatengleichung x+y—-18=0.

[ Aufgabe 5

. . . . X Xo | [ %p Xm
Leiten Sie aus Satz 3 die Gleichung SkalarP - , - =0 her.
y Yo ) (Y Ym

Wir wissen:
(1) SkalarP(n,radius) =0
(2) Tangententerm nach Satz 3:

Yy —ym S+ X
t(X5r Ypr Xy Yins S) = (o= V)54,

(=%,)-s+Y,
:(ij_l_s'(yp_me \\\--_ _---f__.r' e

Yo Xn = Xp o .
=p+s-n [Abb. 33]

Xr'ﬂ_xp

mit n::[yp_ym} dem Normalenvektor | M (x .y, );OM =m
und se R. P(Xp,yp);O—P=p

Fir den Punkt Qet mit Q# P setzen wir Q(Xq’yq); OQ=q

radius=MP=p-m

radius L n
Wir formen die Gleichung aquivalent um:
g=n-s+p
g-p=n-s
Literaturverweis: ,Das Einmaleins des Voyage™ 200“ und ,Das Einmaleins des TI-89 und des TI-89 Titanium* 70510
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Auf beiden Seiten dieser vektoriellen Gleichung werden wir den Vektor radius von rechts
skalar multiplizieren.

g—p=n-s |Ska|arP(D, radius)

SkalarP([q - p|,radius) = SkalarP([n- g, radius)

SkalarP(q— p,radius) = s-SkalarP(n,radius) (Begriinden Se!)
SkalarP(q— p,radius)=0 (Begriinden Se!)
)=0

SkalarP(q—p, p—m

Satz 4 (Kreistangente in P in skalarer Multiplikation)
t sei eine Tangente, welche den Kreis k(M,r) mit M (x,,Y,,) im Punkt P(xp,yp) berthrt.

Fur alle Q(x,y)et: SkalarP(q—p, p—m)=0

[= Aufgabe 6
Gegeben ist ein Kreis k(M,r) mit M (-9,-7) und r=17-2.
Bestimmen Sie die Koordinaten des Beruhrpunktes P(xp, yp) der Tangente t, wenn t durch

den Punkt Q(12,6) verlauft.

Wir beginnen eine neue CASA:

NeuAufg

el ()5 ) ot
) s

Aus den beiden Aussageformen | HOME/
kr (Xp’ yp ,—9,-7,17- \/E) viﬂ Fllgrévbr*alllr-{lvc- Findere P'r‘FéIEFI Lizch ]

el Tl 2 e

und Fertig
a._ " krlxp,up, -9, -7, 17-[2) and tall2, &, xph
ta(12,6,x,,Y,,~9,~7) EN . - 2y
#p< + 18- wp +up-(up + 14) = 445 and xp
gestalten wir ein nichtlineares | |"Léseizust, {xp 4Pl

. _ 42038 _ 194 =
Gleichungssystem vom Typ (2, 2), namens | | *P="3g5 34 WP =355 or =P =5 and yph
i
syst, welches wir nach x, und 'y, S v e i

HMAIN E

[Abb. 34]

FET &/50

symbolisch auflésen.

Interpretation: Es gibt zwei Beriihrpunkte B

, 4208 194
und P, mit B| ——, =— |; P,(8,10).
305 305
Literaturverweis: ,Das Einmaleins des Voyage™ 200“ und ,Das Einmaleins des TI-89 und des TI-89 Titanium* 70510

© 2005 Schumann's Verlagshaus www.math-college-shop.de Seite 11 von 12




Voyage™ 200/ T1-89 Titanium Analytische Kegelschnitte Name des KB:
Geometrie

Autor: Frank Schumann Sekundarstufe Il Kreis, Tangente XXX

2] Lernauftrag 6
Veranschaulichen Sie aus der letzten Aufgabe die beiden Berlhrpunkte P, und P, mit ihren
Tangenten und dem zugehoérigen Kreis.

21 Lernauftrag 7
Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente an den Kreis k(M,r) mit M (—LZ) und

r =+/5 durch den Peripheriepunkt P(0,0).
(Lésung: Xx=2-Y)

21 Lernauftrag 8
Ein Kreis mit dem Radius r =5 berihrt die Gerade 3-x+4-y=9 im Punkt P(-1 3).
Welche Koordinaten hat der Mittelpunkt des Kreises?

=1 Lernauftrag 9
Ein Kreis k mit dem Radius r =5 und dem Mittelpunkt M (3,1) sowie die Gerade g mit

3-s+9
dem Ortsvektor ( 9) und se R. Wie lauten die vektoriellen Gleichungen der zur

Geraden g parallelen Tangenten an k?

(Lésung: _[xj:(3-s+7j_t _(xj:( 3-s—1j)
“ly) (4sva) 0 y) (452
21 Lernauftrag 10

Wie lang sind die Sehnen des Kreises mit der Gleichung (x—2)2 +(y+ 4)2 =64, die auf den
Koordinatenachsen liegen?

21 Lernauftrag 11

Strukturieren Sie die Herleitung der vektoriellen Tangentengleichung in Aufgabe 3, indem Sie
Uberschriften flr in sich abgeschlossene Teilabschnitte einfligen.
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