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I Das Skalarprodukt von Vektoren

Lernauftrag 1

Fur das Dreieck ABC ist folgende CAS- C
Applikation angelegt worden.

HOME/
AL sebra|ooTe [Andere [ProalLioeh] |
T HeuHU3a Fertig "
wa . [=b . _ xb - xa B
.[ua]_}a'[ub]_}b' b-are [ub—ua]
L] (Nnr‘m(a))z + [ Harmi h)jz = (Nm‘m(c))z +4al A
><.5|2+><b2 +'\=|.5|2 + ghz = xa2 - 2-xa-><b+><b:l‘
-1 —r‘eght.s(gl) va b +ua-ub =0 [Abb 2]
FET 4730 L. i
[Abb. 1] Definitionen: Gleichungen:
. . . . -=BC = Xa S —
a) Interpretieren Sie die symbolischen a= - y AC = AB+BC
Ausgaben. a b=c+a
b) Zeigen Sie, dass die Gleichung in b) —— B
1 b:=AC= c=b-a
durch die beiden Vektoren a:= Yo
4 _ (x X[ %%
8 c.= AB:( j y Y. =V
und b= (2) erfullt wird. Welchen Ye ¢ b8

Winkel schlieRen a und b ein?

Satz 1 (Orthogonalitatsbedingung fiir zwei Vektoren aus R?)

Zwei Vektoren a::(yxaj und b::(?j stehen genau dann orthogonal (senkrecht
a b

aufeinander), wenn die Gleichung X, [X, + Y, 0/, =0 erfullt ist.
Kurz: allb « x, [x +y, [}, =0

Beispiele

: 2 15
a) Die Vektoren 3 und

j sind ein Paar senkrechter (orthogonaler) Vektoren, denn
es gilt: 215+ 3{-10= 0
: N -1 1 : .
b) Aus der Gleichung —1-x=0 folgt fir die Vektoren und L mit Xx=-1 die
X —
Eigenschaft der Orthogonalitat.
9 5
c) Die Vektoren (5} und (Oj stehen nicht senkrecht (nicht orthogonal) aufeinander, denn

die Gleichung 9[b+ 5[D= Cist eine falsche Aussage.
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Bemerkungen
Die rechte Seite der Gleichung X, [X, +Y, 0, =0 beschreibt einen Term, dessen Wert das

Ergebnis einer speziellen Verkniipfung aus den Vektoren a::(xaj und b::(xbj darstellt,
ya yb

das so genannte Skalarprodukt aus zwei Vektoren.

- 9 S) . .
Beispiel: Das Skalarprodukt aus den Vektoren 5 und 0 ist gleich der Zahl 45
(45= 9[b+ 510).

Wir halten diese besondere Verkniupfung zweier Vektoren in einer Definition fest und wenden
uns anschlieBend einigen wichtigen Eigenschaften zu.

Definition der skalaren Multiplikation in R?: HOME/
a= (Xaj und b:= (x"j seien zwei Spaltenvektoren = szbr e Te e pridenlLdzen] |
& yb ® HeuyAufa Fertig
aus R2. .[XE'] +a [”“3]
Das Skalarprodukt aus a und b, abgekirzt mit | rip -
SkalarP&@ b , ist gleich der reellen Zahl '[ub]w [ub]
B SkalarPla, b) #a-xbh + ua-uhb)
X D(b + Ya l:yb ’ a.la.rP(a FOLG 4730
[Abb. 3]

Achtung! Das Skalarprodukt zweier Vektoren darf nicht mit der S-Multiplikation verwechselt
werden.

S-Multiplikation Skalarprodukt
3 8 24 Skal 8112 812 103 4
= alar , =
10 30 10) ( 3
... verknupft eine Zahl mit einem Vektor ... verknipft zwei Vektoren
Ergebnis: Vektor Ergebnis: Zahl
SkalarHa b)= ( = a und b sind orthogonal. (1)

(a=0 oder b=0)
SkalarRa b) = 0= oder
(az0b#z0 und «(ahp)= 90
Wir gestalten eine CAS-Applikation, um mit dieser rechnergestitzt die Orthogonalitat zweier

Vektoren aus R? in Spaltenform schnell und einfach tiberpriifen zu kénnen. Hilfreich hierbei
ist der When-Befehl.

Definier orth( a,) =whef(i SkalarP(a,b)=0,ttargonal”, "nicht orthogonal
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HOME/
AL sebra|ooTe [Andere [ProalLioeh] | Interpretationen:
IR T FeFL1g 5 _8
- "arth 1", Skal .
" Definier orthia,b) ={ "micht orthoganal” Das Vektorpaar , hat eine
Fertig 8 5
5 -8 n n .
. D"th[[g]=[5 ]] orthogonal orthogonale Beziehung.
u nrth[[:],[:]] "nicht orthogonal" D Vekt 5 8 hat kei
-th([E;B],[B;E]) as vexlorpaar 8)'ls5 ab  keine
AN EOG EXAKT FET 430
[Abb. 4] orthogonale Beziehung.
HOME/
- a1 asbra|caie |Andere PrarlLizeh Interpretation:
=TT 3 O CITOOr T 1 - . . .
ngJ lg I Der Nullvektor O ist zu jedem beliebigen
'Dr‘th[[s]’[s]] “nicht erthogonal® Vektor aus R? orthogonal.
L] Dr‘th[[g] R [g]] "orthogonal"
u Dr‘th[[g] f [:]] "arthogonal "
Efth([ﬂ;ﬂl,[r;s])
Hald EODG EXAKT FET _&/20
[Abb. 5]
Lernantrag 2 Hf")'ﬂl\]/l E/FZT Far Fur [ Far
. . . . * f—|Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch ]
Interpretieren Sie die symbolischen Ausgaben .
. = HeyAufg Fertig
der nebenstehenden abgebildeten CAS- wm wn
. . . . [ ] +*
Applikation. Begrinden Sie Ihre [ua] "' [ua]
Interpretationen. ®SkalarPla, a) = (Nnr‘m(a))z wakr
lSkalar‘F’(a,A-a)=A-(Nnr‘m(a)jz wakr
B SkalarPra, si-a)=a-SkalarPia, a) L3k
SkalarPia.h*ar>=AxSkalarP(a.a’
MAIM E0G ERAKT FET &/
[Abb. 6]
- . . 2
Wir interpretieren die Ausgabe: |SkalarHa a) =( Norn@a)) 2) 1

Fir alle aOR? giltt Das Skalarprodukt aus dem Vektor a und 4| SkalarP@a)
demselbigen ist gleich der Mal3zahl des Flacheninhalts des Quadrates,

welches uber dem Vektor a aufgespannt wird. >
a

[Abb. 7]

Wir interpretieren die Ausgabe: |SkalarHa 4 (&) = A [{ Nornﬁa))2

(3)
Fiur alle AOR und alle adR? gilt: Das Skalarprodukt aus dem Vektor a und dem
kollinearen Vektor A[& ist gleich dem A -fachen des Quadrates der Norm von a.

Aus (1) und (2) folgern wir: |SkalarRa A (&) = A OSkalarfa a)

4.
Fur alle AOR und alle adR? gilt: Das Skalarprodukt aus dem Vektor a und dem

kollinearen Vektor A[& ist gleich dem A -fachen des Skalarprodukts aus dem Vektor a und
a.
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Wir beweisen die Gleichung (2). Dazu notieren wir a als Spaltenvektor.

a::(i} X, OR,y, OR

a

Es gilt:
SkalarHa a) = x, X, +y, [V,
= XaZ + ya2
=(Norm())’

was zu beweisen war

Wir beweisen die Gleichungen (3) und (4).
Behauptung: Firr alle AOR und alle aDR? gilt: Skalarfa A &) = OSkalarfa a).
Dazu notieren wir wieder a als Spaltenvektor.
SkalarRa A @) =A X2+ A0,
=Affx’+y.7)
=1 [QNorm(a))2
= A [BkalarHa a)
was zu beweisen war

Lernauftrag 3

Beweisen Sie nachfolgende Aussage.
Fur alle adR?:

SkalarHa a)= 0;
SkalarHa a)= 0 nur fua= (

(5).

Lernauftrag 4

Belegen Sie durch zwei Zahlenbeispiele fir alR? az 0, dass die Gleichung
Skalar@ x )=r mit rOR in xOR? nicht eindeutig ldsbar ist.

Lernauftrag 5

Versuchen Sie zu dem Skalarprodukt eine passende Umkehroperation, die ,Skalardivision
durch aJR?*“ zu definieren. Welches Problem tritt dabei auf?
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