Die beste aller Geraden

Der einfache Taschenrechner

Wir sind zu Gast in einer Privatstunde im
Fach Mathematik, Klassenstufe 11. Anwe-
sende sind Herr Rainer Miiller-Herbst,
Lehrer fiir Mathematik und Physik und
der Schiiler Kai Sperling.

Herr Rainer Miiller-Herbst wird im lau-

fenden Text abgekiirzt mit RMH und

Schiiler Kai Sperling mit Kai.

Herr RMH wiederholt mit Kai Grundauf-

gaben zur Trigonometrie am rechtwinkli-

gen Dreieck.

RMH Bevor du dich mit dem neuen

Lesetext auseinander setzt, stelle
ich dir eine einfache Aufgabe zur
Dreiecksberechnung.
Aufgabe: Gegeben sei ein recht-
winkliges Dreieck. Wie lang ist
die Hypotenuse, wenn eine Seite
von 6.5 cm Liange dem Innenwin-
kel von 31.5° gegentiberliegt?

Kai Ich denke die Aufgabe ist wirklich
einfach. Also mach ich erst einmal
eine Skizze vom Ganzen.

6.5 cm

sin(31.5°) = G—K .
H

Nach der Lange von H wird ge-

fragt, also H =6.5cm/sin(31.5°).
Kai sucht nach seinem Taschenrechner. Er
weifs ganz genau, dass er ihn dabei hat.
Was Kai nicht weifs ist, dass sein Lehrer
heimlich die Batterien aus Kais Rechner
entnommen hat. Kai findet seinen Rechner
und will loslegen.
Kai Mein Rechner will heute nicht so

richtig anspringen.
RMH Warte, kein Problem. Nimm die-

sen Taschenrechner.

Kai Mit dem kann ich aber das Drei-
eck nicht ausrechnen.

RMH Mit dem einfachen Rechner
kannst du das nicht?

Kai Da fehlt doch die Sinustaste und
ohne die geht es nicht.

RMH Gib mir den Rechner. Ich will mal
nicht so sein.

Herr RMH rechnet mit einem sehr einfa-

chen Taschenrechner, der wirklich keine

Sinustaste hat. Dieser verfiigt nur {iber

eine Plus-, eine Minus-, eine Mal- und eine

Divisionstaste als Rechentasten.

RMH Ich rechne dir ausnahmsweise den
Wert von sin(31.5°) aus. Den

Rest der Losung bestimmst du
aber. Mein Taschenrechner zeigt
an: 0.522672492.

Kai Und der Wert stimmt auch? Wie
haben Sie denn das gemacht? Das
geht doch niemals mit so einem
Rechner. Oder kennen Sie bereits
die Losung? Mit so einem einfa-
chen Ding geht das namlich tiber-
haupt nicht.

RMH Du glaubst mir nicht? Rechne erst
mal dein Dreieck fertig aus.

Kai sieht seinen Lehrer mit einem fragen-

den Blick an und rechnet mit dem ,,einfa-

chen Ding” weiter.

Kai Histdann 12.4 cm lang.

In der Zwischenzeit hat Herr RMH die

Batterien in Kais Rechner wieder einge-

legt. Kai bekommt diese Aktion auch mit.

Kai Was machen Sie denn da? Jetzt
weifs ich, warum ich vorhin mei-
nen Rechner nicht zum Laufen
brachte. Moment mal, ich muss
alles noch mal nachrechnen.

Kai nimmt seinen Rechner und berechnet

den Sinuswert von 31.5°, diesmal aber

tiber die Sinustaste. Und auch die Lange
der Hypotenuse rechnet er nach.

Kai Naja! Mein Sinuswert ist aber ein
bisschen genauer als Ihrer. Der
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Sinus von 31.5° ist namlich
0.522498565. Moment bitte, da
habe ich auch gleich den richtigen
Wert fiir die Hypotenuse. Sie ist
12.4 cm.

RMH Ein sehr grofier Unterschied zu
deinem vorherigen Ergebnis (iro-
nische Stimme und Mimik).

Kai Ich musste ja auch auf eine Stelle
nach dem Dezimalpunkt runden.
Deshalb ist das noch gleich. An-
sonsten ist trotzdem Ihr Sinuswert
nur fast richtig.

RMH Stimmt. Aber immerhin.

Kai  Sagen Sie mal, welchen Trick ha-
ben Sie da vorhin angewendet?

RMH Keinen Trick. Ich habe eine niitzli-
che Formel benutzt. Mit der habe
ich den Sinus von 31.5° ausge-
rechnet. Willst du sie mal sehen?

Kai Ja, natilirlich. Und mit der geht
das? Sieht schon eigenartig aus.
Aber wirklich nur Plus, Mal und
die anderen einfachen Rechenar-
ten - nicht schlecht diese Formel.

Wie sieht diese Formel aus?

1 Ersatzterme fiir sin(o)

Wie berechnet man mit einem einfachen
Taschenrechner Sinuswerte, wie zum Bei-
spiel SiN(31.5°) ? Der Taschenrechner ver-
fligt lediglich iiber Rechentasten fiir die
Grundrechenarten, das Potenzieren und
das Wurzelziehen. Dieser Rechner hat
keine Sinus- oder Kosinustaste. Aufserdem
besitzt er numerische Speicher. Im weite-
ren interessiert uns dabei, wie gut sind die
so erzeugten Naherungswerte im Ver-
gleich zu denjenigen, die mit einer iibli-
chen Sinustaste erzeugt werden kénnen.

Auftrag 1.1

Gegeben sind zwei Terme:
X mx

1M x*- +
2 12 216

1
+_
2

—(6-X—1)? +\/é-(a-x—yz)+g
144 12 2

a) Wandeln Sie das Winkelmafs von
31.5° in das Bogenmaf um und ord-
nen Sie den exakten Wert dem sym-
bolischen Bezeichner b zu.

b) Berechnen Sie an der Stelle x =b die
numerischen Werte der Terme I und
IL

c) Welche verschiedenartigen Rechen-
operationen benutzen Sie bei den
Termwertberechnungen in Auftrag
1.1 b)?

d) Bestimmen Sie mithilfe der Sinustaste
den numerischen Wert von sin(b) .

(In)

e) Welcher Term liefert den genaueren
Néherungswert fiir sin(b)? Begriin-

den Sie numerisch.

Losung 1.1 a)
Fiir eine symbolische Ausgabe stellen wir
im MODE-Menti ein:
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MODE/[F2]/Exakt/Ndherung/
F = D = - ™y

F1 FE F¥
[Seit,e lTSeit,E- ZTSeit,E- 3]
« Bildsch teilen.... WOLL=+ .
Applik im 1.BE5.... Hauptbildschirm*

a8

H? q 4

Exa kt<Hakherung. ..
*EBasisais e nnnnnnn *

Ent.er=51CH

HMIT £ ODER % UNTERMENL OFFHEN

[B 1.1]

ESC=AEER )

F1 _rz=~ M;._T;s ~ : .
[Seﬂ;e 1T591t,e ZTSEI‘LE' 3]

« Bildsch teilen.... WOLL=+ .
Applik im 1.B . ptbildzschirm*

Exalkt Nahering
*Basis.. . o i

| .Enter=5ICH

HMAIN EDG AUTO FET 0/30

[B 1.2]

MODE/[F2)/Exakt/Naherung/Exakt
ﬁr\/u_\r‘m‘u_\" = o
[SeiF%,e lTSeiFEe ZTSEiFiE' 3]

« Bildsch teilen...
Heplik im 1.BS

UOLL = .
Hauptbildschirm=+

& i ik,
Exakt-Hakherung...
*EBasisais e nnnnnnn

| .Enter=5ICH

HMIT £ ODER % UNTERMENL OFFHEN

[B 1.3]

ESC=AEER )

Wir setzen alle Variablen von a bis z auf
ihren symbolischen Namen zuriick, ma-
chen sie damit wertfrei und ldschen
zugleich den Bildschirm.

HOME/Lo6sch/

rfi T Fev Trsz Fiw T FE m
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER

lilgsche a-z..

flustom Wwilederners

HMAlN EODG EXAKT FET 0430

[B 1.4]

HOME/Ldsch/NeuAufg
I‘Fi T Fev Trsv]’ (Fad Trs Trsv]’ ]
- E AlgebralCalc|Andere|[PraEf|Lasch

m HeyHuf'g Fertig

MeufAuf g

HMAIN EODG ERAKT FET 1/30

[B 1.5]

Um das Bogenmafs von 31.5° zu berech-
nen, tragen wir im HOME-Fenster das
Winkelmaf3 von 31.5° ein.

HOME/

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

= HeuyHAuf'g Fertig
31.5"°

HMAIN EODG ERAKT FET 1/30

[B 1.6]

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

= HeuAufg Fertig
Fle

m3],.5° =0

HAIN BOG ERAKT FET /%0

[B 1.7]

Wir driicken: ENTER].

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

= HeuAufag Fertig

"3i.5° %
Fil. | Fil. |

" *P .

Antw{l >+h

FAIN E0G ERRET FET 3030

[B 1.8]

© Schumann's Verlagshaus 3



Die beste aller Geraden

Losung 1.1 b)

Fiir die Termwertberechnungen legen wir
uns eine grafisch-numerische Applikation
an. Darin definieren wir die Terme I und II
und ordnen sie den vorgegebenen Be-
zeichnern y, bzw. y, zu.

Y=Editor/
Iﬁ T rsz Tz ‘I‘FuT FE™ T FE™ T
- E Zoom|Bearb| < |Alles|feisti 1T:'-s-:;§“--5 i-i‘:..ﬁ
FLOTE - - .
- 3_ B LI _ Y
ral=x z 2" TR TR
(6% —m) [Z(6 =—-m

Y= I

uz=

'=|=51=

I=| =

JE=
g3 =
TAIN O ERAKT FHET
[B 1.9]

Nun fiihren wir im HOME-Fenster die
numerischen Termwertberechnungen mit-
tels der APPROX = -Funktion aus.

HOME/

|‘F1 T Fzv T Fir T v ]’ FE T FE™

- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]
= HewAufg Fertig
" 3150 %

T v

" *P am
" ylich) L SE0E1E
L)) L 522501
2 Ch)

AT O ERAKT FET G730

[B 1.10]
Losung 1.1 ¢)

Fiir die beiden Termwertberechnungen im
Auftrag 1.1 b) benutzen wir die Tasten [4],
), ¥, &), und [v]. Diese entsprechen

den vier Grundrechenarten, dem Poten-
zieren und dem Quadratwurzelziehen.

Losung 1.1 d)

I‘Fi T 5 ]’ Fr T o ]’ FE T FE™

- E Algebra|Calc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]

= HeuAufa Fertig

Fu

mE]l. 5@ =0
Fl. .

"am P KD

B ylih) L SEAA1E

" y2ib) L 322301

B 5 mi b . 522499

Sinch>

HHIN UG ERAET FET G730

[B 1.11]

Losung 1.1 e)

Um entscheiden zu konnen, welcher der
beiden Ersatzterme den besseren Niahe-
rungswert fiir Sin(b) liefert, bestimmen
wir numerisch die absoluten Fehler:

|Si n(b) — yl(b)| und

[sin(b) -y, (b)] -

[‘Fi T Fev T Fav T T T FE T FE™ T ]
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

Fil. | Fil. |
" P ~am
=ylik) L SEEEL S
LR )] L 522501
= Singk) L S22499
= SinCb) — gldkl 0224581
B SinCb) — g2kl Mojcioioloks
ahs(8inthl—ydChl
HAIN BOG EXAKT FET _B/%0
[B 1.12]

Der Term Y,(X) liefert an der Stelle b

einen genaueren Wert als der Term Y, (X),

denn 0.000003 < 0.022481.

ﬁbung 1.1
Fiir die naherungsweise Berechnung von
sin(31.5°) sind zwei Terme gegeben:

M V3@x-7 1
12 2

(H)-4x—%f+05.

Welchen der beiden Terme wiirden Sie fiir
Berechnung  von
sin(31.5°) benutzen, wenn Sie mit dem

die numerische

oben genannten einfachen Taschenrechner
arbeiten miissten? Entscheiden und be-
griinden Sie.

Losung: Term 1
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2 Der Taylorbefehl

Unser Rechner verfiigt iiber einen Befehl,
namens Taylor. Mit dessen Hilfe kann
man fiir vorgegebene Funktionen unter
gewissen Voraussetzungen Ersatzterme in
Form von Polynomen erzeugen. Der Vor-
teil eines Polynoms wird durch die darin
enthaltenen Grundrechenoperationen ([+],
(-], [x], () deutlich.

Diese Ersatzterme gestatten es, mithilfe
eines einfachen Taschenrechners, welcher
tiber Tasten fiir elementare Rechenopera-
tionen als auch Tasten fiir das Potenzieren
und Wurzelziehen verfiigt, Termwerte,
wie zum Beispiel In(15) oder cos(z/10)
in guter Naherung zu berechnen.

Fiir eine neue CAS-Applikation fithren wir
als Erstes eine HOME-Bereinigung durch:
- MODE/[F2)/Exakt/Néaherung/Exakt und
- HOME/L6sch/NeuAufg.

Vergleichen Sie mit den Bildern [B 1.1] bis
[B 1.5].

Um einen geeigneten Ersatzterm fiir
sin(31.5°) zu finden, wahlen wir aus dem
HOME/Calc/-Menii den Funktionsnamen
Taylor aus und belegen diesen mit vier
Argumenten in angegebener Reihenfolge.

HOME/Calc¢/
1 Fzr Fur 3 FE™
- ""IZI{_ ngebr‘aﬁaﬁndere Fr-aEA L-Eusn:hT ]
1:dc differenziere
2i00 integriere
Silimesc
diEC SuMmE
S:Te Produkt
EifMing
TifMax]
5t Boglhgt
Heufuf B nomint ¢ Fert
u HeyAufg inumln ertig
Neufuf o L:DBLased
MHIN EOG ERRET FET 1730

[B 2.1]

HOME/Calc/Taylor(

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

= HeuyHAuf'g Fertig
Tavlor<]

HMAIN EODG ERAKT FET 1/30

[B 2.2]

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

m HeyHuf'g Fertig

.ylur(Sin (DX, 3 .M 62

IN EODG ERAKT FET 1/30

[B 2.3]

via i :sv“ EZE <

oide s [PraERl e ie] ]

= HeuAuf'g Fertig

= Taulur[Sin(x) 2 Ha S £]

Toavylop(Sintx> »x, .3 n 62

FAIN EDG EXART FET i/2 |

[B 2.4]

Interpretation: Dieser Taylorbefehl ordnet
dem Term SiN(X) in Abhdngigkeit der

Variablen X ein Polynom vom Grad 3 in
der Entwicklungsstelle 7/6 zu.

—3(6x-7)° (6x-7)° . J3(6x-7) !
2502 144 12 2

Vergleicht man dieses Polynom mit dem
Zweiten aus Auftrag 1.1, so erkennt man
drei gemeinsame Summanden. Neu hin-
zugekommen ist lediglich der Term:
—J3(6x-7)°
2592

Auftrag 2.1

a) Untersuchen Sie, welche Auswirkung
der neu hinzugekommene Summand
auf die numerische Ersatzrechnung
hat.
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b) Editieren Sie den Taylorbefehl im drit-
ten Argument. Setzen Sie hier den
hochsten Grad auf die Zahl 5. Bewer-
ten Sie durch Vergleich mit bereits
erzeugten Ersatztermen, wie gut die-
ses neue Polynom fiir die numerische
Berechnung von Sin(31.5°) ist.

¢) Veranschaulichen Sie am Rechner die
Termwertbeziehungen der beiden Er-
satzrechnungen.

Losung 2.1 a)

Wir setzen die bereits begonnene CAS-
Applikation im HOME-Fenster fort, indem
wir die drei Bezeichner Y,(X), Y,(X), b per

Datenspeicherung einfiihren.

>'“€J=- Prf;EFI f , T ]

'E-(Eu-x-njE (6-x—n:|2 [F(6x-m),
5oz 148t 1z

Fertig
lTaulm‘[Sih(x),x,3,%]-}92&) Fertig
.
BE1.S% +h =0
21.5°+h
MAIN BOG ERRET FET /T
[B 2.5]

Um die Auswirkung des neu hinzuge-
kommenen Summanden auf die numeri-
sche Ersatzrechnung bewerten zu konnen,
berechnen wir approximativ den absolu-
ten Fehler aus den Termen Y,(X) und

yz(x) an der Stelle b.

|‘F1 T 5 TrsvT o ]’rs ‘I’rsv
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]
T T LT P G 7y

2592 144 12
B Sinlx) + glx) Fertig
lTaulor‘[Sin(x),x,3,%]-“52&) Fertig
"31.5% +b %
B gl(x) -yl |2 =h 9. 87516 -3

HMAIN EDG EXRKT FET &/30

[B 2.6]

Interpretation: Der absolute Fehler fiir
den Ersatzterm Y,(X) an der Stelle b be-

tragt 9.88-10°°.

Dieser absolute Fehler ist ein Maf? fiir die
Giite der Ersatzrechnung. Je kleiner der
absolute Fehler ist, desto genauer ist die
Wertberechnung an der vorgegebenen
Stelle tiber den jeweiligen Ersatzterm.

Losung 2.1 b)

Wir erweitern unsere CAS-Applikation
und rufen den letzten Taylorbefehl in die
Schreibzeile zurtick, um das darin enthal-
tene dritte Argument zu editieren. In die-
sem Zug der Neubelegung fiihren wir
auch den Bezeichner Y,(X) ein.

I‘Fi ]’ Fev Trsv]’ (Fad T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere|[PraEf|Lasch

mSITH A I AT TErTId
lTangP[Sin(x),x,S,E]-}uE(x) Fertig
"31.5° +b S
B ylx) = u2(x) |x=h 9. 875169
-TEHIDP[Sih(X),X,E,%]'}HE(X) Fertig

.ylur(Sin CHD X, D A B3 Cxd

IN EODG ERAKT FET 7750

[B 2.7]

Wir berechnen den absoluten Fehler aus
den Termen Y,;(X) und Y,(X) an der Stelle

b.

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Al gebra|Calc|Andere|PraEA|Lasch

L] IangPLb1anJ,x,é,EJ+u£LxJ Fertig

Tm
m3E1.5% +b TN
= |yl(x) — w20 | = b 9.87S16E-9
lTaulDP[Sin(x),x,S,%]-}HEEX) Fertig
= yl(x) — U3l | x = b 2.2e-13

FAIN EDG EXART FET B/20

[B 2.8]

Interpretation: Der absolute Fehler fiir
den Ersatzterm Y,(X) an der Stelle b be-

tragt 2.2-107°.

Folgerung: Der Ersatzterm, der unter dem
Bezeichner Y,(X) abgespeichert wurde,

liefert von allen bisherigen Ersatztermen
den genauesten Naherungswert fiir

sin(31.5°).
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Losung 2.1 c)

Wir veranschaulichen die Termwertbezie-
hungen der beiden Ersatzrechnungen in
einer grafisch-numerischen Applikation.

Y=Editor/

1| _Few :; S'o __ :'_:-',_v TF
v{—Zn:u:m=-.=> .1 -=>'~s n

wyl= Sm(x)
wiyr= Taulur‘[Sin(x), Ha D ,%]

«H3=Taglnr~[5in(x) 2¥a0s %]
4=

ETEIET avlor(8in (x>, x, 5, 1/6)

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 2.9]

WINDOW/

- {— ZFDZJN ]

HMih

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 2.10]

GRAPH/Spur

(Grafische Aufbereitung)
[B 2.11]

Interpretation: Die beiden Taylorgrafen
von Y,(X) und Y,;(X) ,schmiegen” sich in
einer Umgebung der Zahl 7/6 in unter-
schiedlichen Intervallbreiten an den Gra-
fen des Sinusterms an, wobei der Graf des
Taylorpolynoms Y,(X) mit der Ordnung 5
(drittes Argument) eine entsprechend lan-
gere Intervallbreite hat als der Graf des
Taylorpolynoms Y, (X) mit der Ordnung 3.

Fiir weitere Veranschaulichungen streben
wir auch eine tabellarische Auswertung
um die Zahl 7/6 an.

TBLSET/

. [rE—=

[1.
Graph <{-* Tabl AUS+
Unabhunglg .. AUTO=
T ) L TG S T
x=.52357287756

|EAIN EODG ERAKT FET

[B 2.12]

TABLE/

P ul Il=|2 [

-~ B1FE -, 451 |-.5172
= R W i PR T
4586 - 471V L4581
A=) fi] h]

99829 . 97169 . 99974
L5794 |07 ra0|.od 162
Caared 3. 049 . 39216
—L B2 -9, AV E. 4499
»=.5235287756

HMAIN EODG ERAKT FET

[B 2.13]

Interpretation: An der Stelle
716=0.5236 (viertes Argument) stim-
men die Werte der beiden Ersatzterme
Y,(X) und y,(X) mit dem des Sinusterms

(Ausgangsterm) numerisch bestens {iber-
ein. Der gemeinsame Termwert ist in sehr
guter Naherung 0.5.
In  unmittelbarer = Umgebung  von
7/6=0.5236 stimmen die numerischen
Werte der Ersatzterme in sehr guter Nahe-
rung mit dem des Ausgangsterms iiberein.
Je weiter man sich nach beiden Seiten von
dieser besonderen Stelle 7/6 entfernt,
desto schlechter fallt die numerische
Ubereinstimmung der beteiligten Term-
werte aus.

INFO | Taylor und die Syntax

Der Taylorbefehl stellt eine vierstellige
Funktion dar, befindet sich im HO-
ME/Calc/-Menti an neunter Position und

hat folgende Syntax: Taylor(b,b,,b,,b,).
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Argument | Bezeichnung Beispiel
b1 Term sin(x)
b2 Termvariable X

bs hochster Grad 3

ba Entwicklungsstelle | 7/6

Beispiel 2.1:
Ausgangsterm: Sin(x)
Erzeugt werden soll zu Sin(x) ein Taylor-

polynom hochstens dritten Grades, entwi-
ckelt an der Stelle /6.

HOME/

rfi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch

= NeuAufg Fertig
. Taulur[Sin(x): Had :%]
'E-(E-x—njs _ (6-><—n:|2 . Z-(6-x-nl,

2592 144 12
.ylnl'(Ein Cxd, ¥, 3, 6D
MAIW EDS EXRET FET /%0
[B 2.14]

Interpretation: Der Rechner liefert ein

Taylorpolynom dritten Grades:

—/3(6x-7)* _(6Xx-7)° .\ J3(6x-1) !
2592 144 12 2

INFO ‘ Taylor und der Ausgangsterm
Mithilfe des Taylorbefehls konnen zu ver-
schiedenen Ausgangstermen Taylorpoly-
nome erzeugt werden.

Beispiel 2.2:
Ausgangsterm: _ax - VY,(X)
&ang x4l Y

Erzeugt werden soll zu Y,(X) ein Taylor-

polynom hdochstens zweiten Grades, ent-
wickelt an der Stelle 0.

HOME/

1 Fev Far (Fad FE FE™

- E ngebr‘all:aln:- Andere [PraEA L-Eusc,hT ]
= HeuAufg Fertig
. ‘;'x +ulix) Fertig

®e+ 1

® Taylor(ulix), x, 2, D 43
Ll R N Y Fertig
x->92 LX)

HHIN EOG ERAKT FET _4/50
[B 2.15]

Interpretation: Der Rechner liefert ein
Taylorpolynom ersten Grades: 4-x.

Frage: Warum gibt der Rechner kein Tay-
lorpolynom zweiten Grades aus?
Hinweis: Betrachten Sie die Symmetrie
des Sinusgrafen. Welche Folgen hat dies
fiir den Grafen des Ersatzterms?

Y=Editor/

[‘Fi T 5 T E TF-T FEr T FET rF
- E Zoom[Bearb] < |Alles|feitti IT:’-E-::ZH-E s-sﬁ..ﬁ

SFLOTE

gl
s+ 1

w2 =ER

yi=

4=

o=

u%=

7=

ug=

2 C=4%x

FAIN EDG EXART FET

[B 2.16]

WINDOW/

1| _Fzr
- f—|Zcom ]
#Min

HMaE=5.

#scl=1.

gmin=-¢.

gmax=d.

y=cl=1.

Hres=2,

FAIN EDG EXART FET

[B 2.17]

GRAPH/

I‘Fi Trzv]’rs T Y Trsv]’rsv‘lﬁ T B
- E Zoar|Spur HeuZe i [Math|Zchn] - f itz ]

HMAIN EODG ERAKT FET

[B 2.18]

8 © Schumann's Verlagshaus
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Beispiel 2.3:
Ausgangsterm: In(x*) — v, (X)
Erzeugt werden soll zu Y,(X) ein Taylor-

polynom hdochstens zweiten Grades, ent-
wickelt an der Stelle 1.

HOME/

rfi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch

" HewRAufg Fertig
® 1l E] 5 il Fertig
B Taulortulesed, s, 2,13 2(x—11-(x - 1)%
W= 10— (- 19% 5 wZen Fertig

HMAlN EODG EXAKT FET 4:/%0

[B 2.19]

Y=Editor/

rfi T rsz E TFMT FEr T FE™ T

- E Zoom[Bearh] < |Alles|feitti lT:'-s-::%'t-s s-sr..n
FLUOTE
a1 R |
wyz=2fx - 11-(x - 172

o
ol Cxedx=1ntx™2>

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 2.20]

WINDOW/

1| _Few

- f—|Zoam ]
wMin

HMAR=E.

®scl=1.

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 2.21]

GRAPH/

1 Fer FEx [_FE™ TH
- E ZO0mM Spur‘ NE'UZE'I Math|dchh|- f? Fid e

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 2.22]

Interpretation: Das Taylorpolynom y,(x)

zweiten Grades schmiegt sich in einer
Umgebung der Zahl 1 an den Grafen des
Terms y,(x) an.

Unter der Bedingung, dass die Entwick-
lungsstelle und das Argument nahe bei-
einander liegen, bezeichnet man die Gra-
fen der Taylorpolynome aufgrund ihres
anschmiegsamen Verlaufs oft als An-
schmiegparabeln.

INFO | Taylor und die hochste Ordnung
Das dritte Argument der Taylorfunktion
ist die Zahl fiir die hochste Ordnung. Das
zugewiesene Taylorpolynom hat dann
hoéchstens diese Zahl als Grad.

Beispiel 2.4:
Ausgangsterm: coS(X) — V,(X)
Ziel: Erzeugt werden soll zu Y,(X) der

Graf eines Taylorpolynoms hochstens
fiinften (vierten, dritten, zweiten) Grades.
Die Entwicklungsstelle ist jeweils /2.

Y=Editor/

|‘F ]’ FE™ ]’ TF T T TF
T{—ZDDNBEEF‘I'J “Hlles Ze15t11 ----- ﬁ

SFLOTS
-\/H]_

“yZ=Tadglor|glixl), x, 5. =

:=|M|:=|M:=|

[ )
~"=|3=Taulnr*[l=|1(xj %,4, ]

[ )
“ya= Taglnr‘[ul(xj W2, i]
yl{x»=Cos{x>

HMAIN EODG ERAKT FET

[B 2.23]

“gd=Taglor|gl{=), x, 3,3

WINDOW/
- {— ZFDECTF'I ]

=Min
HMAK=
#scl=1.
umin=-4.
Umax=d.
yscl=.3

HMAIN EODG ERAKT FET

[B 2.24]

© Schumann's Verlagshaus 9
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GRAPH/

I‘Fi Trzv]’ FF ]’ Yy TrsvTrsv‘l‘F? T B
- E Zoom |Spur Heulei [Math{Zchh|~ il ]

N N L
7

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 2.25]

Interpretation: Es entstehen effektiv nur
drei verschiedene Anschmiegparabeln.
Der Grund, dass es nicht vier sind, liegt in
dem Umstand, dass der Graf von COS(X)

zum Entwicklungspunkt (77/2,0) punkt-

symmetrisch ist. Deshalb konnen nur Po-
Iynome mit den Graden 5, 3 und 1 die lo-
kale Approximation erfiillen.

Uber die GRAPH/Spur-Funktion lasst sich
leicht feststellen, dass bei ein und demsel-
ben Ausgangsterm und fester Entwick-
lungsstelle gilt: Je hoher der Grad des ge-
lieferten Taylorpolynoms ist, desto breiter
ist die Umgebung der Entwicklungsstelle,
die man aufgrund der Anschauung als
,Anschmiegbereich” bezeichnen wiirde.
In einer solchen Umgebung findet man
jene Argumente, deren Funktionswerte in
guter Naherung {iber das Taylorpolynom
berechnet werden kénnen.

Ubung 2.1

Testen Sie mit der GRAPH/Spur-Funktion
den Zusammenhang zwischen Grad die-
ses Taylorpolynoms und dem Anschmieg-
bereich aus. Benutzen Sie dazu jene gra-
fisch-numerische Applikation, die zu Bild
[B 2.25] fiihrt.

INFO ‘ Taylor und die Entwicklungsstelle
Das vierte Argument der Taylorfunktion
ist die Entwicklungsstelle. Die folgende
Ubung soll exemplarisch zeigen, welchen
Einfluss die Entwicklungsstelle auf die
Giite der Annaherung von Termwerten
haben kann.

Ubung 2.2
Es soll iiber ein einziges Taylorpolynom
dritten Grades eine gute Anndherung an
die Werte von sin(10°), sin(15°) und
sin(20°) erfolgen. Zur Auswahl stehen die
beiden Taylorbefehle:

Taylor (sin(x), x,3,0) und

Taylor (sin(x), x,3,7/2) .
Welcher der beiden Befehle erzeugt das
,bessere” Taylorpolynom? Argumentieren
Sie anhand einer geeigneten grafisch-
numerischen Applikation.
Antwort: Taylor(sin(x), X,3,0) .

Es gilt der allgemeine Zusammenhang:
Die Giite der Naherungswerte aus Taylor-
polynomen wird u.a. auch durch die Wahl
der Entwicklungsstelle (viertes Argument)
beeinflusst. Je naher die Berechnungsstelle
(Argument) an der Entwicklungsstelle
liegt, desto ,schneller” erzielt man mit
einem Taylorpolynom fester Ordnung eine
,gute” Nidherung der entsprechenden
Funktionswerte. Die beste Anndherung
der Funktionswerte liegt dann vor, wenn
die Berechnungsstelle mit der Entwick-
lungsstelle numerisch tibereinstimmt. Eine
entsprechende analytische Formulierung
fiir diesen Zusammenhang finden wir in
dem folgenden Satz.

Satz

Wenn #(x) mit a als Entwicklungsstelle
ein Taylorpolynom des Ausgangsterms
f(x) ist, dann gilt in einer Umgebung
f(a)=t(a) und

von a:

Ixig;|f(x)—t(x)|:0.

Da uns die Beweismittel fiir S 01 nicht zur
Verfiigung stehen, miissen wir leider auf
die Beweisfithrung verzichten. Die beiden
folgenden Beispiele demonstrieren die

10 © Schumann's Verlagshaus
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Giiltigkeit dieses Satzes an zwei CAS-
Applikationen.

Beispiel 2.5 a):
Ausgangs- Entwick- hochster
term lungsstelle Grad
Ix 2 5
HOME/
- |1 gebra|Cale [ndere |Pragr|Lsaeh ]
B HeuAufg Fertig
" Oefinier fix) =[x Fertig
B efinier L) =Taglor{fix), =, 5,2
Fertig
2= waki
m Lim [F0x) = x| a
HA2
imesCabs F Cxd—tOurd, w22
MAlN E0G EXAKT FET _E/30
[B 2.26]
Beispiel 2.5 b):
Ausgangs- Entwick- hochster
term lungsstelle Grad
x 2 5

HOME/

I’Fi T Fev TrsvT Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch

= HewAufg Fertig
®Definier fUx) =[x Fertig
B Oefinier t{x)=Taglor(f(«), =, 8,2

Fertig
mFU2) = L2 wakir
B lim [0 — 1030 2
w2

mes Cabs (F Cxed—tCxd), %, 20

MAlN EDG EXAKT FET E/z0

[B 2.27]

Ubung 2.3

Testen Sie den Satz S 01 am Rechner und
halten Sie Thre Ergebnisse in einer Tabelle
schriftlich fest.

INFO | Guter Naherungswert

Immer wieder erhebt man bei der appro-
ximativen Beschreibung von Funktions-
werten den Anspruch auf ,gute” Nahe-
rungswerte. Was versteht man unter ,gu-
ten” Naherungswerten? Gibt es vielleicht
auch ,beste” Ndherungswerte?

Wahlt man beispielsweise die Zahl s mit
s:=0.5, so kann man mit dieser Zahl eine
Klasseneinteilung vornehmen. Je nach-
dem, ob der absolute Fehler eines be-
stimmten Ersatzterms die Zahl s unter-
schreitet oder nicht, unterteilt man in , gu-
te” oder ,schlechte” Naherungswerte.

Im Anschluss an Bild [B 2.23] gilt bei-
spielsweise: Der Ersatzterm VY,(X) fur
y;(x) =sin(x) erzeugt in 7 einen ,gu-
ten” Naherungswert. Dagegen der lineare
Term Y (X) an gleicher Stelle einen

,schlechten” Naherungswert. Bildet man
den absoluten Fehler zwischen dem Aus-
gangsterm und dem jeweiligen Ersatzterm
und wertet dann approximativ aus, so gilt:

|y1(7[) - y2(”)| <Sund
|Y1(ﬂ') - y5(”)| >S.

HOME/

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

= HeuyAufg Fertig
= ulcm) — u2(m)| L OO4525)
= ulim) — u3(m)| L STOFIG
AN EOG EXAKT FET__3/30

[B 2.28]

Definition

f(X) sei der Term der Ausgangsfunkti-
on f, t(X) ein Ersatzterm und s sei eine
nicht negative reelle Zahl.

Ein Ersatzterm t(X) liefert an der Stelle

a fiir die approximative Berechnung des
Funktionswertes f(a) einen guten Ni-

herungswert per Definition genau dann,
wenn | f(a) —t(a)| <s

Ansonsten einen schlechten Nihe-
rungswert.

© Schumann's Verlagshaus 11
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Bemerkung;:
Die Ungleichung | f(a) —t(a)|£ S bedeu-
tet: Der absolute Fehler darf hochstens so

grofs sein, wie die Zahl s. Die Zahl s wird
manchmal auch als Toleranz bezeichnet.

Ubung 2.4

Untersuchen Sie mit s:=0.0005, welche
Ersatzterme aus Beispiel 2.4 an der Stelle
713 einen guten bzw. einen schlechten
Néaherungswert erzeugen.

Ubung 2.5
Der Term ¢(X) ::—(X—%)2+l ist kein

Taylorpolynom (ohne weitere Begriin-
dung), trotzdem kann man mit diesem
Term durchaus einige Funktionswerte von
Sin(X) approximativ gut beschreiben.

a) An  welcher  Stelle x, gilt
|q(x0) — sin(x0)| =07?
b) Untersuchen Sie mit S:=0.01 in einer

CAS-Applikation, ob dieser Ersatz-
term gute oder schlechte Néaherungs-

werte fiir s n(% +0.1) und

s n(% —0.3) liefert.

c) Zeigen Sie, dass die Umkehrung von
S 01 falsch ist.

Ubung 2.6

HOME/

rfi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]

- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch

= HeyAufg Fertig

B Oefinier flx)=Sin(x) Fertig
2

" Definier t(x)='[x—%] +1 Fertig

B Oefinier lix)=1 Fertig

Definier 1Cx>=1

MAIN EBOG EXRET FET 4’30

[B 2.29]

a) Die Terme #(x) und I(x) sollen die

approximative = Berechnung  von
sin(100°) iibernehmen. Wie grof§ muss

die nicht negative, reelle Zahl s min-
destens gewadhlt werden, wenn beide
Ersatzterme gute Naherungswerte
liefern sollen?

Antwort: s >1-cos(7/18)

b) Zeigen Sie, dass auch fiir den Ersatz-
term [(x) die Behauptung aus S 01

zutreffend ist.

ﬁbung 2.7

a) Welche Entwicklungsstelle ist fiir die
Ersatzrechnung von Sin(10°) mittels
Taylorpolynomen hdochstens zweiten
Grades (zum Teil subjektiv) giinstiger:
a, =0 oder a, =7/9?

Standpunkt 1: a, ist glinstiger im Sin-
ne der Definition D 01;

Standpunkt 2: a, ist glinstiger beim
Vergleich des Rechenaufwandes und
des numerischen Vorteils, der sich aus
Definition D 01 bei a, ergibt.

b) Warum kann es fiir die Entwicklungs-
stelle a, kein Taylorpolynom zweiten
Grades geben?

Antwort: Punktsymmetrie zur Ent-
wicklungsstelle.

Zusammenfassung;
Taylor(f(x),x,g,a) = t(x,a)

f(x) nichtlinearer Funktionsterm

X Argument von f
g hochster Grad
a Entwicklungsstelle

Mithilfe des Taylorbefehls konnen Ersatz-
terme f(x,a) fur die Funktionswertbe-
rechnung nichtlinearer Terme f(x) an der
Stelle x, aufgebaut werden. Die Ersatz-
terme nennt man Taylorpolynome. Je ho-
her der Grad der Taylorpolynome ausfallt
und je ndher x, an der Entwicklungsstelle
a liegt, desto genauer fallen die Néahe-
rungswerte in der Ersatzrechnung aus.
Beste Ubereinstimmung beider Funkti-
onswerte liegt vor, wenn gilt: x, =a.

12 © Schumann'’s Verlagshaus
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3  Approximation

Der Begriff Approximation ist ein in der
numerischen Mathematik haufig verwen-
deter Begriff, welcher vielseitig benutzt
wird und einen Annaherungsprozess oder
auch einen bestimmten Zustand einer An-
ndherung beschreibt. Eine feste und ein-
heitliche Definition fiir diesen Begriff gibt
es in der Fachliteratur leider nicht. Wir
benutzen ihn in zweifacher Hinsicht:
Unter Approximation verstehen wir im
Folgenden den Ubergang
- einer Zahl in eine andere Zahl, die als
Naherungswert dient,
- eines Funktionsterms in einen Ersatz-
term,
wobei in beiden Fillen die Abweichungen
eine vorgegebene Toleranz nicht {iber-
schreiten sollen.

Auftrag 3.1
Bestimmen Sie mithilfe eines Taylorpoly-
noms den Wert von €0S(48°) . Dabei soll

der Abstand zum genauen Wert hochstens
1/100 betragen.

Losung zu 3.1

Taylorpolynome konnen wir mit dem Tay-
lorbefehl generieren. Die Frage lautet:
Welcher hochste Grad und welche Ent-
wicklungsstelle sind einzugeben, sodass
der Bedingung - absoluter Fehler hochs-
tens 1/100 - entsprochen werden kann?
Wir arbeiten im Hauptbildschirm und
legen eine CAS-Applikation an. Zuerst
definieren wir die Funktion f mit

f(X):=cos(x). Dann die Funktionen t
und abfe in Abhdngigkeit von x (Xe R),
g und e. Dabei ist g€ N eine Variable

fiir den hochsten Entwicklungsgrad und
ee R eine Variable fiir die Entwicklungs-
stelle.

HOME/
AL sebra|ooTc [Andore [ProEalLioeh] |
= HeuAufg Fertig
B Oefinier fUx)=Cos(x) Fertig
B Oefinier Lix,3,e)=Tadlor(fxl, x, a3,
Fertig
= Definier abfelx,g,e) =[f{x)—tix,a,el
Fertig
wfelx, g, ed=abs{Fix)—tix.g.er>
MAIN EDG ERAKT FET_ 430

[B 3.1]

Behauptung: Es existieren eine natiirliche
Zahl ¢ und eine reelle Zahl ¢ fiir die gel-

ten: abfe(48—”, g, e}Sl/lOO.
180

Experimentelles Bestimmen von g, ¢:

Wir I6schen zunachst den HOME-
Bildschirm und legen dann als Erstes den
Wert fiir die Entwicklungsstelle e fest.
Wir wissen: Die Giite der Ndherungswer-
te aus Taylorpolynomen wird durch die
Wahl der Entwicklungsstelle beeinflusst.
Sie ist bei gleicher Ordnung der Taylorpo-
lynome um so besser, je niaher die Ent-
wicklungsstelle an den Argumenten der
zu ersetzenden Funktionsterme liegt.

Wir setzen in unserem Beispiel
e:=457/180. Wir werden lediglich den
hochsten Grad ¢ variieren.

Test 1:
Ausgangs- Entwick- hochster
term lungsstelle Grad
487/180 457/180 3
HOME/

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

150 ° 2.19187Ee -7

abhfe{48%¥n-180.3 . 45*n-180>

HMAIN EODG ERAKT FET 1/30

[B 3.2]

- core[ 48X 5, 450

© Schumann's Verlagshaus 13
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Interpretation: Im Prinzip sind wir fertig,
denn es gilt bereits:

4 4
abfe ( 87 57

, 3, —— |=2.19-10" <1/100.
180" ' 180

Neue Frage: Wie klein konnen wir den
hochsten Grad ¢ gestalten, wenn bei fes-

ter Entwicklungsstelle e der absolute Feh-
ler die Zahl s=1/100 nicht tiberschreiten

soll? Wir testen weiter und verringern ¢

Interpretation: Auch hier gilt immer noch

abfe (48—7[ 145—”J 1/100.
180 180
Test 4:
Ausgangs- Entwick- hochster
term lungsstelle Grad
487/180 457/180 0

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

um 1.
Test 2:
Ausgangs- Entwick- hochster
term lungsstelle Grad
487/180 457/180 2

rfi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch

. abFe[ 4188; 23, 4158}3“] 2. 19167 -7

. ahf‘e[ 4188|3“ .2, %] .BE0E17

M = ( 48 BEHT 2 - 45 THIJ )

[B 3.3]

Interpretation:
4 4

Es gilt: abfe ( 87 . ﬂj <1/100.
180" " 180

Test 3:

Ausgangs- Entwick- hochster
term lungsstelle Grad
487/180 457/180 1

I‘Fi T 5 TrsvT o ]’ FE T FE™
- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]

48-n 45 -1 _

labf‘e[ 150 & 1E=EI] 2.19107e -7
48-n 45 -1

labf‘e[ TH] 22, 18EI] Molololoki
48-n 45 -1

labf‘e[ 180 ° 1, 100 ] Mololol-iay

abfe(48¥n-180.1 . 45%n-180>

HMAIN EDG EXRKT FET 3730

[B 3.4]

48 -1 45 -1 _
labf‘e[ = ,s,ﬁ] 2.19187E -7
. abf‘e[ 4138,3 2. 4158',3“] . 000017
. abf‘e[ 4138,3 1, 4158,3“] . BEE952
- abf‘e[ 4138E|“ L8, 4158E|“] BIFITE

hfe(48*n/18l3 0,45*n-180>
EOG EXAKT FET 430
[B 3.5]

Interpretation: Jetzt gilt nicht mehr:
abfe (48_” 0 45_”) <1/100.
180 180

Ergebnis: Bei der Entwicklungsstelle
e=m/4 ist mit g=1 der kleinste Ent-

wicklungsgrad gefunden worden, um die
Zahl c0s(48°) mit der Toleranz von 1/100

genau zu beschreiben.

Kommentar: Wir bestimmen tiber den

Ersatzterm t(x 1 45—”) an der Stelle
180

:%J einen Naherungswert fiir

180
cos(48°) .

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

45 Z_12(4x-m
”*[x P 18::” = —
JE_Ei4x-m, _43n
=z E] | = g

L BYOEEE

v 2 A2—TC2 %A% w—md B x=48n-180

FAIN EDG EXART FET 2/20

[B 3.6]

14 © Schumann'’s Verlagshaus
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Interpretation: Das lineare Taylorpoly-

nom in x mit dem hdchsten Grad 1 und

der Entwicklungsstelle 7/4 lautet

Q B J2- (4-x—1)
2 8

fiir cos(48°) mit der Toleranz von 1/100

ist cog(48°) = 0.670083.

. Ein Naherungswert

Fiir den Vergleich:

1 Fzwr Fxw Fyr FE FEr
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER L.'-_'uschl

457 2 [Z04-x-m)

. **[x’ LT ] 2 )

[ [E{4=-m, 451
"5 5 [==—5g . E7EEEE
®Cos[E T ) EEF131
Coz C48° >
MAlN EDG EXAKT FET Z/z0
[B 3.7]

Nachweis zur Einhaltung der Toleranz:

I’Fi T Fev TrsvT Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch
[ [EZ{4=-m | 48

"5 5 [==—zg ETOEEE

Cos(4E" ) SEET1E1

B EFREZZTSAYOLY — L 6EF1F0EREZSEET|
Mololoieiaiel

B9, 5215034303 4 < l_élEl wakr

2. 5215034303~ 4<1.7100

MAlN EDG EXAKT FET E/z0

[B 3.8]

Ubung 3.1

Bestimmen Sie mittels linearer Taylorpo-
lynome Néherungswerte fiir:

\/;, In 1988 , tan(17°) mit jeweils
2002

einer Toleranz von 3/1000.

Auftrag 3.2

a) Erzeugen Sie ein Taylorpolynom zwei-
ten Grades, das geeignet ist, einen
Naherungswert fur 1/sin(58°) so zu
bestimmen, dass der absolute Fehler
nicht grofier als 0.005 ist.

b) Stellen Sie fiir die approximative Er-
satzrechnung aus a) einen entspre-

chenden Rechenablaufplan auf, der
lediglich auf die Rechenoperationen:
Addition, Multiplikation, Subtraktion,
Division, Potenzierung zuriickgreifen
muss. Gegebenenfalls darf zusatzlich
noch die Quadratwurzeltaste benutzt
werden.

Losung 3.2 a)
HOME/

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

= NeyAufg Fertig

1 .
lm-?ul(xj Fertig
'TEHIDP[HI(X);X:Z:%]

5-E(3x-m° 2(3x-n) L 23

Z1 E 3
|MN EDG EXAKT FET__E/E0

[B 3.9]

Dabei liegt die Entwicklungsstelle 7 /3 in

unmittelbarer Nahe von 587/180.

53-(3-x—7) 2-(3-x-7) 23
81 T 9 s

= Y,(x)

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch
L] Taglnr‘[ul(xj, a2 ,%]

533 x-m° 2(3x-n) L 2.3
81 E] 3

LS (Ex-m? 2(3x-m ,2:3
21 El 3

F Y20K])
Fertig

L1 —2 XX AP 2XTCT DT I2 (D

FAIN EDG EXART FET 4/

[B 3.10]

Toleranzbewertung;:

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch
533 x-m° 2(3x-n) L2103
g1 El 3

L5 E(Ex-m? 23— L 23
B 5 3

F YZ0x])
Fertig

m 100 - u2Gal | = T2t . BEEEI

ahs (ol Cxd—u2 x| x=58%n-180

FAIN EDG EXART FET E&/20

[B 3.11]

© Schumann's Verlagshaus 15
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1 Fzr Far Fur [ Far

- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]
2

S5 [Z0(Zx-m 2(3-x-m =z [z
- Bl - 3 M S Ct
Fertig
® lul (s — w2l | 5 = o BEEET4

JETE] .
= (14t - w2t01 | =S < 005 wshr

(x)—yz 2 1 x=08%¥n-180>< . 005
MAIM E0G ERRKT FET _&/30
[B 3.12]

|‘F1 T 5 TrsvT o Trs ‘I’rsv

- E Algebra|Calc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]
SIS x-m)m  Eiix-ml 2 ]F

- B ST tT3 reEea

Fertig
S8-m

"l - w20l | % =g . DAERES
19100 - w2001 | x =52 < mms wshr
A SE R 1.17914
g2 (587

HHIN UG ERAET FET 7730

[B 3.13]

Interpretation: Die durch das Taylorpoly-
nom V,(x) erzeugte Zahl 1.17914 ist mit

der Toleranz 0.005 ein guter Ndherungs-
wert fiir 1/sin(58°) .

Losung 3.2 b)

Rechenablaufplan:

1. 58-7/180 —a
2. 3a-m—b
3. 5.4/3:-b"2/8l-c
4., 2-b/9—d
5. 2.+/3/3-e
6. c—-d+e ENTER

Numerisches Ersatzergebnis:
1.179144068

4  Lineare Approximation
und lokale Linearisierung
an der Stelle a

Unter linearer Approximation in a ver-
steht man den Ubergang eines nichtlinea-
ren Terms f(x) in einen linearen Ersatz-

term [(x) mit der Forderung: Der lineare
Ersatzterm [(x) liefert an einer inneren

Stelle a aus dem Definitionsbereich von
f einen guten Naherungswert fiir f(a).

Es soll grundsatzlich gelten: f(a)=I(a),

wobei insbesondere nach der Definition
D 01 die vorgegebene Toleranz se R,
einzuhalten ist: | f(a)-I (a)| <s.

Wir wollen im Anschluss aufzeigen, wel-
che Eigenschaften ein solcher linearer Er-
satzterm [(x) im Einzelnen haben muss,
um fiir eine lineare Approximation an der
Stelle a benutzt werden zu kénnen. Dabei
interessieren wir uns fiir geometrische
Funktionseigenschaften, die dhnlich wie
beim Mikroskopieren sehr kleiner Objekte,
unter gewissen Umstinden sichtbar ge-
macht werden konnen.

Ubung 4.1

a) Erzeugen Sie zu der Funktion f mit
f(X):=sin(x) Taylorpolynome vom
hochsten Grad 1, 3, 5 und 9 bei glei-
cher Entwicklungsstelle 0.
Zeichnen Sie anschlieffend in einem
rechtwinkligen ~ Koordinatensystem
die Grafen dieser 4 Taylorpolynome,
einschliefllich des Grafen von f(x).

b) Beschreiben Sie den unterschiedlichen
Verlauf der vier Taylorgrafen.

c¢) Welche Gemeinsamkeiten haben alle
finf Grafen?

Ubung 4.2
Wir interessieren uns jetzt in Anlehnung
an Ubung 4.1 ¢) fiir eine weitere Gemein-
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samkeit aller fiinf Grafen. Gegeben sei die
grafisch-numerische Applikation:

Y=Editor/

1 Fexr |_F% Y[ FET FE™ TF

- E Zoom[Bearh] < |Alles|feitti lT:'-s-::%'t-s s-sr..n
SFLOTS

=yl
“y2=Taglor{al(x
yF=Taglorigli:
yd=Taglorigli:
yS=Taglorigli:

Ll b b

uli=
ol Cxr=SinCx>

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 4.1]

WINDOW/

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 4.2]

GRAPH/

Pl

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 4.3]

a) Setzen Sie, wie im néachsten Bild il-
lustriert, eine Zoombox in Form eines
Rechtecks iiber die zwei diagonalen
Eckpunkte A(-1, 1) und B(1, -1).

GRAPH/Zoom/ZoomBox

L1 \\:‘i‘-«‘/
2. Ecke?
®cil. gt -1,

FAIN EDG EXART FET

[B 4.4]

b) Fiihren Sie den Zoomvorgang aus
und beschreiben Sie den Verlauf der
Grafen im Bildausschnitt.

c) Setzen Sie, wie im nachsten Bild il-
lustriert, eine Zoombox in Form eines
Rechtecks tiber die zwei diagonalen
Eckpunkte C und D mit den Koordi-
naten: C (-0.151261, 0.294118);

D (0.151261, -0.294118).

GRAPH/Zoom/ZoomBox

I‘Fi Trzv]’ FF ]’ Yy TrsvTrsv‘l‘F? T B
- E Zoom |Spur Heulei [Math{Zchh|+ il ]

_2. Ecke?
#oi. 131261 yct . 294118
HAIN UG ERAET FET

[B 4.5]

d) Fiihren Sie den Zoomvorgang aus
und beschreiben Sie den Verlauf der
Grafen.

e) Welche geometrische Eigenschaft
erscheint tendenziell bei der Betrach-
tung aller Grafen?

f) Uberzeugen Sie sich, ob sich Ihre
letzte Aussage in einer noch kleine-
ren Umgebung der Entwicklungs-
stelle Null bestatigen lasst. Zoomen
Sie entsprechend.

Die letzte experimentelle Ubung zeigt: In
einem um den Entwicklungspunkt P(0,0)
sehr eng gefassten Bildausschnitt erkennt
man mittels Spurfunktion, dass die Grafen
aller fiinf eingetragenen Terme anndhernd
iibereinander liegen. Alle Grafen nehmen
dabei nahezu die Form einer Geraden an.
Setzt man den Zoomvorgang immer wei-
ter fort, sodass stets der Entwicklungs-
punkt P in allen Bildausschnitten zu se-
hen ist, dann lasst sich ab einem bestimm-
ten Zoomschritt feststellen:

© Schumann's Verlagshaus 17
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(I) ,Zoomgerade in a“: In einer sehr
kleinen Umgebung der Entwick-
lungsstelle a formen sich die Grafen
des Ausgangsterms und aller am
Zoomvorgang beteiligten Taylorpo-
lynome scheinbar in eine einzige
,Gerade” um, welche durch den
Entwicklungspunkt P(a, f(a)) ver-

lauft.

(II) ,Zoomanstieg in a“: Der lokale An-
stieg der Ausgangsfunktion ist in ei-
nem entsprechend kleinen Bildaus-
schnitt augenscheinlich gleich dem
Anstieg der scheinbaren ,Geraden”
aller beteiligter Taylorpolynome.

Wenn in allen noch kleineren Zoomaus-
schnitten, in denen der Entwicklungs-
punkt P(a, f(a)) liegt, die beiden Eigen-
schaften:
,Zoomgerade in 4“ und
,Zoomanstieg in a*
auf die jeweilige Funktion f zutreffen,

spricht man in der Mathematik von einer
lokalen Linearisierung der Funktion f

in a.

Ubung 4.3

a) Zeigen Sie am Rechner anschaulich,
dass sich die Sinusfunktion auch an
anderen Stellen ihres reellen Defini-
tionsbereiches lokal linearisieren
lasst. Wahlen Sie neue Entwick-
lungsstellen (mindestens drei) aus
und dokumentieren Sie Thre Rech-
nerexperimente.

b) Gibt es Ihrer Meinung nach Stellen
am Sinusgrafen, an denen eine lokale
Linearisierung nicht moglich ist?
Begriinden Sie.

Ubung 4.4
Gegeben sind die Funktionen fund ¢ mit

x> fur x<1
f(x):= ,
) {x3 fur x>1

g(x) = (x=1)-|x-1].

a) Sind die beiden Funktionen an der
Stelle # =1 mithilfe linearer Taylorpo-
lynome rechnergestiitzt lokal lineari-
sierbar?

b) Welchen augenscheinlichen Anstieg
(Ndherungswert) haben beide Funkti-
onen an der Stelle a?

Ubung 4.5

Bestimmen Sie aus der Darstellung der
lokalen Linearisierung auf mindestens
zwei Stellen nach dem Dezimalpunkt ge-
nau den approximierten Anstieg der

1
Funktion f mit f(x):=— an der Stelle
X

X, =2.5. Benutzen Sie fiir das Zoomen

ausschliefslich die beiden Befehle:

- GRAPH/Spur und

- GRAPH/Zoom/Vergrof.

a) Beschreiben Sie Ihr Vorgehen und
definieren Sie eine geeignete gra-
fisch-numerische Applikation, die
anschaulich die lokale Linearisierung
in x, vermuten lasst.

b) Ermitteln Sie in einer ,sehr kleinen”
Umgebung von x, in guter Nahe-

rung einen linearen Ersatzterm fiir
die Funktion f .

Losung zu b): —=0.16-x+0.8
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5 Die Menge L. und die
Minimalitdtseigenschaft

Die Rechnerexperimente zur lokalen Line-
arisierung aus dem vorhergehenden Ab-
schnitt drangen uns zu einer neuen Her-
ausforderung, die wir als Projektaufgabe
formulieren wollen.

Projektaufgabe: Wie konnen wir die line-
aren Taylorpolynome zu einer gegebenen
Funktion f in einer Umgebung der Ent-

wicklungsstelle a analytisch konstruieren,
ohne dabei auf den Taylorbefehl angewie-
sen zu sein?

Eine Konstruktion von linearen Taylorpo-
lynomen erfordert ein planmafliges Vor-
gehen.

Losungsplan:
1. Beschreiben eines linearen Terms mit
all seinen freien Parametern.

2. Berechenbarkeit aller Formvariablen
aufzeigen und testen.

3. Nachweis dartiber fiihren, ob es sich

bei dem konstruierten Polynom tat-
sachlich um ein lineares Taylorpoly-
nom handelt oder nicht.
Dieser Punkt in unserem Plan ist fiir
uns, aufgrund der uns nicht zur Ver-
figung stehenden Beweismittel,
nicht erfiillbar. Wir konnen lediglich
an Einzelbeispielen eine derartige
Rechnerbestatigung liefern bzw. den
Sachverhalt widerlegen, aber leider
nicht beweisen.

INFO | Einfiihrung aller Parameter
Ein lineares Taylorpolynom zu einer ge-
gebenen Funktion f hat natiirlich die

Struktur eines linearen Terms in X :
m-X+n
mit den drei reellen Parametern: X,m,n.

Dabei vermittelt dieser lineare Term in x
eine lineare Funktion. Wir bezeichnen sie
vorerst mit [in .

lin(x,m,n):=m-x+n.
Wie man die beiden reellen Variablen m
und n (Formvariablen) berechnen kann,
soll im Folgenden geklart werden.

INFO | Berechenbarkeit von n
Die Berechenbarkeit der Formvariable n
ist auch abhangig von der Entwicklungs-
stelle a. Da lin(x,m,n) ein Taylorpoly-
nom zur Funktion f sein soll, gilt nach
dem Satz S 01:

f(a) =lin(a,m,n)

f(a)=m-a+n

n=f(a)—-m-a
(Bildungsvorschrift fiir 1)

Wir erkennen: Um die Formvariable n
berechnen zu konnen, miissen der Funkti-
onswert f(a), der Anstieg m und die

Entwicklungsstelle 2 von f bekannt sein.
Die Ersetzung von 1 in lin ergibt:
lin(x,m, f(a)—-m-a)=m-x+ f(a)-m-a
=m-xXx—m-a+ f(a)
=m-(x—a)+ f (a).
Wir dndern den Funktionsnamen und set-
zen: [(x,m,a)=m-(x—a)+ f(a).

Bildung der Menge L,: Fasst man alle

linearen Terme in x, die die Bedingung
I(a,..)= f(a) erfilllen, zu einer Menge
zusammen, dann erhalt man mit der Zu-
ordnungsvorschrift m-(x—a)+ f(a) eine
Menge L, von linearen Termen zur Aus-

gangsfunktion f .

Beispiel 5.1:

Gegeben: f(X):=In(x*), (x#0) und die
Menge L, mit |(X,m,a) als Element von
L

a°
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HOME/

@T :s S

srieaProgafaie]

= (ENEITEE Fertig
" Definier fox)=1nx2) Fertig
" 0efinier 1ix,m,a)=n-(x-al+fia)

Fertig

wfinier 1¢x.m.a)=m*{x—ar+f{ar
MAIM E0G ERRKT FET /'3

[B5.1]

Ordnet man beispielsweise: 6 —a zu, so
erhdlt man mit dem algebraischen Um-
formungsbefehl HOME/Algebra/Faktor(

rfi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch

" Definier £0x)=1nlxZ) Fertig
0efinier 10x,m,a)=mn-[x—al+ fla)

Fertig
LR &
® Fakbtori 1, m, 30, m) me[x—E1+ 2 In(Ed
Faktor{l{x.m.a>.m>»
MAIW EDS EXRET FET 4/%0
[B5.2]
den linearen Term in X:

M- (X—6)+2-In(6) mit m als noch freien
Parameter. Fasst man alle Terme dieser
Art zusammen, dann entsteht in diesem
Fall zur Funktion f die spezielle Menge

L mit | :={m-(x-6)+2-In(6),xe R*,me R}
und I(x,m,6)e L. Konkrete Elemente
aus Lg findet man dann leicht mit dem

Mit-Operator, angesetzt auf m.

e a1 aebraloatc Andere ProErlLieh| |
" Fakborili{x.m, al,m) melx—E1+ 2 1nlEd
Bpe(x -6+ 2 16 | m= -4

“4ow+ 2 ln(E) + 29
(- 61+ 2-1R0EN | m= -2

“Eowt+ Zoln(E)+ 12
(-6l +2-1R0E) [ m=4

4w+ 2-1nce) — 24

(x—ﬁ- 2+2%1nchrIn=4
MAIM E0G ERRKT FET 7730
[B 5.3]

Interpretation: Vertreter aus Ly sind z.B.:
[(x,—4,6) =—4-x+2-In(6) + 24,
[(x,—2,6) =—-2-x+2-In(6) +12,

1(x,4,6) =4-x+2-In(6) — 24.

I"Jbung 5.1

Gegeben sind die Funktion [ mit
f(X):=In(x*) und die Menge L, mit
I(x,m,a)=m-(x—a)+ f(a) als Element
von L,.

a) Geben Sie jenen Taylorbefehl an, der

das Taylorelement aus Ly erzeugt.

b) Veranschaulichen Sie in einer gra-
fisch-numerischen Applikation eini-
ge Vertreter aus Lg.

c) Beschreiben Sie die gemeinsame La-
ge aller Grafen aus Lg.

I"Jbung 5.2

Gegeben sei die Funktion f mit

f(x) =] x+1].

a) Beschreiben Sie die Menge L, zur
Funktion f.

b) Veranschaulichen Sie in einer gra-
fisch-numerischen Applikation vier
Vertreter aus L, (bzw. L_;) und be-
schreiben Sie die Lage der einzelnen
Grafen aus dieser Menge.

c) Versuchen Sie am Rechner ein linea-
res Taylorpolynom zur Menge L,

(bzw. L ,) herzustellen. Interpretie-

ren Sie die Ausgabe. Was konnen Sie
tiber die Existenz des linearen Tay-
lorpolynoms aus L ; aussagen?

d) An welchen Stellen ist die Funktion
f lokal linearisierbar und an wel-

chen nicht? Argumentieren Sie.

ﬁbung 5.3

Gegeben sei eine Funktion f, die in einer
Umgebung von a definiert ist. Welche
Gemeinsamkeit haben stets alle Elemente
aus L, ?

Wir wissen nun: Es gibt Mengen linearer
Terme, die ein lineares Taylorpolynom
enthalten und wiederum auch Mengen
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dieser Art, die kein lineares Taylorpoly-
nom aufweisen konnen. Wir wollen mit
dem Thema ,Berechenbarkeit von m*
nicht nur eine Formel beschreiben, die uns
vorgibt, wie man die Zahl m zu berech-
nen hat, sondern vielmehr in Erfahrung
bringen: Unter welcher Bedingung be-
sitzt eine Menge L, einer Funktion f

ein lineares Taylorpolynom?

Ubung 5.4

Wiederholen Sie den Satz S 01, indem Sie
sich den Inhalt dieses Satzes an drei ver-
schiedenen grafisch-numerischen Appli-
kationen veranschaulichen.

Unser Ziel ist die analytische Konstruktion
der linearen Taylorpolynome. Wir begin-
nen mit einem Funktionsbeispiel, bei dem
wir liber unseren Rechner uns anzeigen
lassen, wie ein entsprechendes lineares
Taylorpolynom auszusehen hat.

Beispiel 5.2:
Gegeben sind ein nichtlinearer Ausgangs-
term f(x) und eine Entwicklungsstelle a

aus dem Inneren des Definitionsbereiches
von f mit f(X)=x°, a:=3.
Vom Rechner lassen wir uns das zugeho-

rige lineare Taylorpolynom {iiber den Be-
fehl Taylor(f(x),x,1,3) ausgeben. Die

symbolische Auswertung ergibt dann:
6-(x—3)+9 *)
Wir beschreiben zur Funktion f die Men-
ge L, mit
L, ={m-(x-3+ f (3, x me R},
I(x,m,3)e L,

[(x,m3)=m-(x=3)+ f(3) f3=3
=m-(x-3)+9 =9
Wir vergleichen den rechten Term mit der

Rechnerausgabe (*):
m-(x—3)+9
6-(x—3)+9

und stellen fest: Mit m =6 erhalt man in
der Menge L, zur Funktion f das lineare

Taylorpolynom [(x,6,3)€ L,.

I"Jbung 5.5

Veranschaulichen Sie in der vorgegebenen
CAS-Applikation, dass die beiden Behaup-
tungen aus S 01 auf alle Elemente aus L,

zutreffen.
HOME/

1 G Fiv ] Faw FE 5

- E ngebr‘all:aln:- Andere [PraEA L-Eusc,hT ]
= HeyAufg Fertig
" Definier fix)=x Fertig
mOefinier l{x,m,a)=m-[x—-a)l+fia)

Fertig

B 1M, 30 Mo —3m+ 3
BFaktorim-x—3-m+ 3, M melx =31+ 9

Faktor{m*x—3*m+9?.m>»
AN EOG EXAKT FET__E/30

[B 5.4]

Offensichtlich hilft uns der Satz S 01 nicht
weiter. Wir schlagen deshalb einen ande-
ren Weg ein.

Eine lokale Eigenschaft von Funktionen,
wie die der lokalen Linearisierung an der
Stelle a, kann mithilfe linearer Taylorpo-
lynome am Rechner durch Zoomen sicht-
bar gemacht werden. Wir verfolgen des-
halb den Zusammenhang zwischen der
lokalen Linearisierung an der Stelle a und
der linearen Approximierbarkeit mittels
linearer Taylorpolynome tiefgriindiger.
Zunéchst eine wiederholende Ubung.

Ubung 5.6

a) Erlautern Sie an dem Beispiel 5.2 den
Begriff der lokalen Linearisierung.
Benutzen Sie dabei das lineare Tay-
lorpolynom 6-(Xx—3)+9.

b) Veranschaulichen und argumentie-
ren Sie mittels einer grafisch-
numerischen Applikation, dass jedes
andere Element aus L, fiir die lokale

Linearisierung von f an der Stelle 3

nicht in Frage kommt.
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Wir wissen bereits: Wenn eine Funktion

an einer Stelle lokal linearisierbar ist, dann

lasst sie sich an dieser Stelle durch ein li-

neares Taylorpolynom approximieren.

Fiir die lineare Approximation an der Stel-

le a miissen zwei Eigenschaften gelten:

(1) Es gibt eine reelle Zahl a4 mit
f(a)=Il(a,ma);

(2) Fir alle xeU(a): f(x)=I(x,ma)
(unter Einhaltung einer Toleranz s).

Die erste Eigenschaft ist mit jedem Ele-

ment aus L, erfiillt. Passen wir die zweite

Eigenschaft an unser Beispiel an:
Fir alle | f(X)=I(x,m,3)

xeU(3): x* =m-(x-3)+9

Ersetzen wir das Rundungszeichen durch
ein Gleichheitszeichen, miissen wir eine
neue Variable zur Korrektur einfiihren.
Wir bezeichnen sie mit r .

Fiir alle xe U (3):
x> =(x-3)+9+r, re R.

Frage: Wie kann der Wert von r berech-
net werden? Die rechnerische Bedeutung
der reellen Zahl r ergibt sich aus der Dif-
ferenzbildung:

r=~1f(x)—l(x,ma).
Bildet man auf beiden Seiten der Glei-
chung den absoluten Betrag, so entsteht:

IrE f)=1(xm,a)].
Der absolute Betrag der reellen Zahl r ist
gleich dem absoluten Fehler, den man
begeht, wenn man an der Stelle x den
Funktionswert f(X) durch den approxi-
mativen Funktionswert |(X,m,a) bei fes-

tem m und a ersetzt.

Nehmen wir an, wir haben den Wert von
m (in dem Fall m=6) bereits so be-
stimmt, dass |(x,m,3) das lineare Taylor-
polynom aus L,darstellt. Nach Satz S 01
folgt: Fiir das Taylorpolynom [(X,6,3) gilt
in einer Umgebung der Entwicklungsstelle
3:

Behauptung (1): f(3)=1(3,6,3),

Behauptung (2): Iir731| f(X)-1(x,6, 3)| =0.

Die Behauptung (2) konnen wir mit der
neuen Variable r auch so aufschreiben:

Behauptung (2%): Iirr31(| r|)=0.
X—
Die Variable r ist von x abhangig. Also
gibt es einen Term r(X) - wir nennen ihn
ab sofort Restterm - fiir den gelten muss:
lim(|r(x)) =0.
Auch hierbei kdnnen wir unseren Rechner

danach befragen, wie im Beispiel 5.2 der
Term r(X) tatsdchlich auszusehen hat.

HOME/

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

= HeuAuf'g Fertig

W Definier fix)=wx?
mDefinier lix,m,a)=m-[x-a)+fla)

Fertig

Fertig
B Oefinier =) =f0=) — 1(x. 6, 30 Fertig
W) ><2—E~-><+9
HAIN BOG ERAKT FET /%0
[B5.5]

Interpretation: r(X) = X* —6x+9.

Wir erweitern die Definition des Restterms
r(x), indem wir den zweiten Parameter
m in die Argumentenliste von 7 mit auf-
nehmen.

1 Fev Far (Fad FE FE™

- E ngebr‘all:aln:- Andere [PraEA L-Eusc,hT ]
wDefinier fix)=x~< Fertig
mDefinier lix,m,a)=m-[x-a)+fla)

Fertig

B Oefinier rix1=f(=x)—1ix,&6,3) Fertig
LRy ><2—6-><+9
B Oefinier rlx,m)=flx)- 1=, m,3) Fertig
W, M xz—m-x+3-(m—3)
HAIN EOG ERAKT FET /50
[B 5.6]

Interpretation: Zu jedem linearen Term
[(x,m,3) aus L, gibt es genau einen Rest-
term r(x,m).
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Bildungsvorschrift fiir (x, m):
x> —m-x+3-(m-3)
mit x, me R.
Wir setzen die CAS-Applikation fiir wei-

tere Tests im Daten/Matrix-Editor des Ge-
neralbildschirms fort.

Generalbildschirm/
Fi I Dat./Matrixeditor na:E?
FMenu Z4.08.0Y4

Fz
En3lisch | cabri Geom... Diadrarar

Fy N ..
Zazhiss
il W

F& Fensker-Edi... FinanzMath Haurtbildsc... numsrische...
ararik

Nutlfd;i‘:: x1= :ﬁ!l’fl Alb

I]rﬂ-urr?izr' Folenomial ... Frodramms.. Simulbanco...

MAlN E0G EXAKT FET
[B 5.7 a]
Dat./Matrixeditor/

Dat./Matrixeditor

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 5.7 b]

Wir wihlen den Datentyp Liste aus,

Dat. /Matrixeditor/neu/TXE:/
F4 B FF

Tup:
Uerzeii
Uariable:

(Enter=0K _» (ESC=AEER >

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 5.8]

um mit Tabellenspalten symbolisch
operieren zu konnen. Wir bezeichnen den
Datentyp mit , a1”

Dat./Matrixeditor/neu/Variable:

I‘Fi ]’ B ]’ B T & ]’ B Trsv]’ [ T ]
- E FlotEinSt|fell|0bSchr|Calc|Div|Stat
r HEL ™

Tup: Listes
Lerzeis rMain
Variable: =1
Gie Zwrier [L ]

R _
(Enter=0K > ¢ESC=ABEE

EIMGAEE + [EMTERI=0Ok [ESCISAEERUCH

[B 5.9]

und gelangen in ein Tabellenrechenblatt.

Dat. /Matrlxedltor/Llste/mam/a1/

FEr
*: Oiv Stat

- {— PlntE1hSt Ze-ll ul-:nSchr* NN

[
=51 =] [t o futs]
1 H
2
3
4
5
3
7

FAIN EDG EXART FET

Wir beginnen die ersten drei Listenkopfe
zu benennen, welches keinerlei rechneri-
sche Auswirkungen hat; lediglich erfiillt es
den Anspruch eines Kommentartextes.

1 Fz F= & FEv
va FlotEinSt|2ell|0bSche o |0iw Stat
LIZT I r
cl =] [t o futs]
1
2
3
El
5
3
r
c3 . Titel="1imes"
Hald EODG EXAKT FET
[B 5.11]

Nun belegen wir die ersten zwei Zeilen
der Spalte ¢1 mit willkiirlich ausgedach-
ten symbolischen Werten fiir m .

I‘Fi ]’ B B & i FE™
- E FlotEinSt|fell |ObSche|isia|Diw Stat
LIET = limes
cl o c3 cd cS
1 1
z2 Z
I
4
5
&
7
ricl=
MAIN EOG ERAKT FET
[B 5.12]
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Wir markieren den Bezeichner ¢2,

rfi T F2 T Fx . 4 vy [ FET]_ET
va PlotEinSt|2ell |ObSche|i:ia|0iv|Stat
LIET [ I limes
cl [t o [uts]
1 1
2 2
3
4
5
&
T
c=
MAIN EOG ERAKT FET
[B5.13 a]

driicken und definieren in der
Schreibzeile: c2 =r(x,cl)

1 i B PECT_FT
vﬂ el fidioStat
LIZT i

cl ==
1 1
2 2
3
4
5
&
7
c2=ri{x,.cll
MAIM E0G ERRKT FET
[B5.13 b]

Wir driicken [ENTER]. Die symbolischen
Werte der einzelnen Restterme erscheinen
dann automatisch in der Spalte ¢2.

I‘Fi T Fz (B ™ FE [ FB™|_F7
vﬂ FlotEinSt|2ell |ObSchr|Calc|Div|Stat
DATH [ = [Times
cl [ c3 cd cS
1 1
2 z W=
3
4
=1
&
7
Bric2=x"2-x—6
AN EOG ERRET FET
[B5.13 ]

In der dritten Spalte definieren wir spal-
tenfunktional ¢3. Wir markieren den Be-
zeichner ¢3.

I‘Fi T FZ Fz & FE [ FE™]_FT
vﬂ FlotEinSt|2ell |ObSchr|Calc|Div|Stat
DATH 1 r |limes
cl c cd cS
1 1 WA=
z 2 WE=2
3
4
5
=]
T
cl=
HMAIN EOG ERRET FET
[B5.14 a]

driicken und definieren in der
Schreibzeile spaltenfunktional die Liste fiir
die Limesberechnungen.

c3 =limes(c2,x,3)

1 g G
- E ii-iStat
ORTH |
cl cS

1 1

Z2 2

3

4

=1

&

7

cd=limes<c2.x.33

FRIN EOG EAAKT FET
[B5.14 b]

I‘Fi ]’ 3 Fz ] FE |FE™]|_F7

- E FlotEinSt|fell|0bSchr|Calc|Div|Stat
DATH [ r Times |

cl o [t} cd cS

1 1 B,

Z2 2 =2=-2. [0

3

4

=1

&

7

Bricli=0

FRIN EOG ERAKT FET
[B5.14 ]

Interpretation: Fiir alle eingetragenen
Werte von me cl gilt: Iirr31(r(x, m)) =0.
X—

Um eine Besonderheit fiir das lineare Tay-
lorpolynom innerhalb der Menge L, er-
kennen zu koénnen, bilden wir in der vier-
ten Spalte das Verhailtnis:

r(x, m)

X—=3

den so genannten relativen Restterm zur
Menge L,. In der 5. Spalte berechnen wir

symbolisch den Limes fiir x — 3:
x—3 X—3

Wir definieren die vierten und fiinften
Spaltenlisten wie folgt:

c4=c2/(x—3) und c5=Ilimes(c4,X,3).
Die symbolische Auswertung der Spalten-
listen ¢4 und ¢5 ergibt:
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I‘Fi T Fz Fe [, Trs Trsv]’ [ T ]

vﬂ FlotEinSt|2ell |ObSchr|Calc|Div|Stat

DATH [ I limes [Foox=Jlimes |
cl c c3 cd c5

1 1 oo 0] ®+2

2 z e [} 1 4

3

4

=1

&

7

Bric5i=5

AN EOG ERRET FET

[B 5.15]

Der Vorteil dieses Untermentiis zeigt sich
vor allem in der symbolischen Spaltenkal-
kulation. Wir konnen in dieser interakti-
ven Tabelle in der ersten Spalte (Liste c1)
weitere Symbole fiir m eintragen. Der
Rechner wertet entsprechend unseren
Spaltendefinitionen simultan symbolisch

aus.

rfi T F2 T Fx . 4 FE [ FE™|_F7

va PlotEinSt|2ell |ObSchr|Calc|Div|Stat

DATH [ - limes |[reix—.|limes
cl o2 c3 o oS

1 1 o e L] it S

2 2 e [ ] w2+l 4

3 3 P 1] = 3

|

5

&

T

rdci=

MAIN EOG ERAKT FET

[B 5.16]

I‘Fi T FZ Fz & FE [ FE™]_FT

vﬂ FlotEinSt|2ell |ObSchr|Calc|Div|Stat

DATH 1 r limes |Frix=|limes
cl c c3 cd cS

3 3 P 1] = 3

4 4 s 0 [ ] i | ]

5 S w2=5.]0 W= 1

& = P = ] H=3 0]

T T e 1] w—d -1

g =] = [ ] ] -2

-

r?ci=

HAIN EOG ERRET FET

[B5.17 a]

I‘Fi T Fz (B ™ FE [ FB™|_F7
vﬂ FlotEinSt|2ell |ObSchr|Calc|Div|Stat

DATH 1 r limes |Frix=|limes
cl c c3 cd cS

5 5 wh2=5..[8 H—2 1

& & e =W [} H=3 o]

7 T At [} w=d -1

2 =] =M [} ®=0 -2

] E] P [} w—h -3

10 (2172 |«~2-2.|0 (P | -2

11 whE=1.]8 [ R

riici=1163-85

HAIN EOG ERRET FET

[B 5.17 b]

Interpretation: In der Spalte ¢2 stehen
nur Polynome zweiten Grades in Abhan-
gigkeit von x. In der Spalte ¢3 stehen
lauter Nullen. In der Spalte c4 stehen nur
lineare Polynome in Abhdngigkeit von x.
In der Spalte ¢5 stehen verschiedene rati-
onale Zahlen, wobei in der 6. Zeile
(cl: m=6) die Zahl 0 symbolisch ausge-

wertet wird.
Wir erkennen und vermuten:
(A) Wenn m=6, dann Iim(mj =0

x—3 X—3

In allen anderen angelegten Zeilen gilt:

(B) Wenn m# 6, dann |irr31(r(x’ rg)jio.
X— X_

ﬁbung 5.7

Testen Sie in diesem interaktiven Rechen-
blatt die Vermutungen (A) und (B) durch
die Eingabe weiterer Symbole fiir m aus.
Bestitigt sich die Vermutung (B)?

Auftrag 5.1
Beweisen Sie die Umkehrung der Vermu-
tung (A).

Losung 5.1
Gegeben sind: f(X)=x und

[(x,m3)e L,.

Wir bilden die Umkehrung von (A):

(f(x)—l(x,m,B)J_O
x—3 -

Wenn |lim

X—3

dann m=6.

Wir beweisen die Umkehrung von (A):
Vor.. f(x)=x*, I(x,m3)e L,,

lim

X—3

( f(x)—I(x,m,3)J_0
x-3 B
Beh.. m=6
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Beweisfiihrung:
1. I(xm3)=m-(x-3)+9 [(x,;m3I)e L,
2. lim f(x)—=1(x,m,3) -0 Siehe Teilbe-
x—3 x—3 griindung*
6-—m=0 | und Bild
[B 5.18]
3. 6-M=0«< Aquivalente
m=6 Gleichungen
Teilbegriindung*:
2
“m[f(x)—l(x,m,?,)j:“m x2—(m-(x=3)+9)
x—3 X—3 x—3 X—3
. [xz—m x+3-m—9j
=lim
x—3 X—3
) [x2—9—m-x+3 mJ
=lim
x—3 X—3
2
_”m(x —9—m~(x—3)]
x—3 X—3
:“m((x+3)-(x—3)—m-(x—3)
x—3 X—3
=IX|L1;((X+3)—m)
=6-m
HOME/
- f|n1gebralCale|Andere Praenl iseh]
LITED] wE =+ 3 (m— 3]
__r*ix_,;m) ¥-mt
A 04 [REFR —
xl-:g[—x_S ] B -

. REFION -
'xl_:.rsﬁ[ﬁ]—ﬂ E-m=0
mes(1*(x,m)/(x—3),x,3)=ﬂ
MAlN EDG EXAKT FET 1i0/Z0

[B 5.18]

Wir wollen unsere Uberlegungen verall-
gemeinern, indem wir die Entwicklungs-
stelle a variabel gestalten: [(x,ma)e L,,

t(x,a) = Taylor(f(x),x,1,a).

Gegeben:  f (x):=2-x*-15,
f,(X)=4-%°,

f,(X) = (x+10)°.

)

Wir vermuten speziell fiir f, f, und f;:
Es gibt jeweils eine reelle Zahl z fiir die

gilt:
Iim( fl(,2,3)(x) =l (X, Z, a) J -0

X—a

X—a

= I(x,z,a) =t(x,a),
wobei t(x,a) := Taylor( f , 5 (x),x,1,4).

Ubung 5.8
Bestdtigen Sie diese 3 Vermutungen.

Wir verallgemeinern weiter und sind so-
mit in der Lage, eine Antwort auf die ein-
gangs gestellte Existenzfrage zu geben:

Frage: Unter welcher Bedingung besitzt
eine Menge L, zu einer Funktion f ein
lineares Taylorpolynom?

Die Existenz eines linearen Taylorpoly-
noms mit der Entwicklungsstelle 2 inner-
halb der Menge L, hangt unmittelbar von
der Existenz einer reellen Zahl ¢ ab, mit
der der Limes des relativen Restterms fiir
x—a gleich 0 wird. Auf alle anderen
Elemente von L, trifft diese Limeseigen-

schaft nicht zu. Wir formulieren prazise:

Satz

f sei eine Funktion in x und a sei eine
Stelle aus dem Inneren des Definitions-
bereiches von f.

[(x,m,a)=m-(x—a)+ f(a) sei ein linea-
rer Term in x mit Anstieg m und es gel-
te: [(x,ma)e L,.

In der Menge L, ist ein lineares Taylor-
polynom zur Funktion f in der Entwick-

lungsstelle a als Element genau dann
enthalten, wenn es eine reelle Zahl ¢
derart gibt, sodass gilt:

Iim{ f(x)—I(x,c,a)jzo'

x—a X—a
(Minimalititseigenschaft)
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Die Beweismittel sind uns leider nicht ge-
geben.

Bemerkung: Mit der Minimalitdtseigen-
schaft haben wir eine implizite Bildungs-
vorschrift fiir den Anstieg m eines linea-
ren Taylorpolynoms gefunden (siehe fol-
gendes Beispiel).

Beispiel 5.3:

f(X)=+/x+2
Besitzt die Funktion f an der Stelle a:=5
ein lineares Taylorpolynom? Wenn ja,
welchen Anstieg hat es an dieser Stelle?
Falls die Minimalitdtseigenschaft erfiillt
ist, liefert unter Umstianden der entspre-
chende HOME/Algebra/Lose-Befehl den
symbolischen Wert fiir m in Abhangigkeit
von 4.

HOME/

I‘Fi T 5 TrsvT o Trs ‘l’rsv

- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER|Lasch ]

= HewAufg Fertig

" 0efinier flx) =+ 2 Fertig

" Oefinier l(x,m.a)=mn-[x—al+ fia)
Fertig

. lim[r(x)—lcx,m,a)] dz-E+zm-1]

v g ®-a 2-Ja+zZ

WECCF -1, m.aX) C—a), K, ar

HMAIN EDG EXRKT FET 4730

[B 5.19]

rfi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch
FErFtTd
Tz la+z-m-1)
z2-la+2

. L[ FiEd = 10w, m, &)
mlg=el lim [+]=D,m]
[x+a W— &

f30 = 1cx,m,a)]

#=a

u lim[
®¥a

_ 1
YTy
L=, ma a2 A=A w,ar=0,.m»

HMAlN EODG EXAKT FET &40

[B 5.20]

Eine Substitution fiir a liefert schlieflich
den gewiinschten Anstieg an der Stelle
a=>5.

—

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E HlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT

. E T TIat T

lim[

. F(x)—l(x,m,a)]_ ]
" ize —— eI e =,
[x+a ®-a

m=

_ 1 _ _
-m—z_m|a—5 M=

m=1/¢2%JCa+23>1a=5

HMAIN EODG ERAKT FET _&/30

[B 5.21]

Interpretation: Die Funktion [ mit
f(X) :=+vX+2 besitzt an der Stelle a=5

ein lineares Taylorpolynom mit dem An-
stieg —.

® 14
ﬁbung 5.9
Uberpriifen Sie mit dem Taylorbefehl den
Wert fiir m.

Auftrag 5.2

Veranschaulichen Sie an einem Funkti-
onsbeispiel tabellarisch und grafisch, wel-
che Bedeutung der Grenzwert aus der
Minimalitdtseigenschaft hat.

Losung 5.2

Wir wihlen die Funktion f mit f(x):=x’
aus und betrachten dabei die Stelle a:=2
und damit die Menge L, der linearen
Terme:

[(x,m2)=m-(x—2)+ f(2)
=m-(x—2)+8.

Die Existenz eines linearen Taylorpoly-
noms zur Funktion f an der Stelle a zeigt
sich dann in dem Zusammenhang: In der
Menge L, ist das lineare Taylorpolynom
zur Funktion f in der Entwicklungsstelle

2 as Element genau dann enthalten, wenn
es eine reelle Zahl ¢ derart gibt, sodass

gilt:
im(wjﬂ

I

X—a X—a
Die gesuchte Zahl ¢ gibt den speziellen
Wert fiir m an, bei der nach Auswertung
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von: l(x,m, 2)| m=c die lineare Funk-
tion [ aus L, in die lineare Taylorfunktion
(falls diese existiert) iibergeht.
Untersuchen wir den Limes aus der Mi-
nimalitdtseigenschaft etwas genauer und
definieren r, die Restfunktion:
r(x,c)=f(x)—1(x.c,2).
Wir beginnen fiir neue Tests, eine entspre-
chende CAS-Applikation anzulegen.

HOME/

I‘Fi T 5 TrsvT o ]’ FE T FE™
- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]

= HewAufg Fertig
" Definier fix)=x" Fertig
" 0efinier 1(x,m,a)=m-[x—al+ flad

Fertig

HMAIN EDG EXRKT FET 4730

[B 5.22]

Nach Satz S 01 muss gelten:

1 Fev Far i FE F&™
- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]
= HeyAufg Fertig
" Definier fix)=x" Fertig
mhefinier lix,m,a)=m-(x-al+fiad
Fertig
B lefinier rix,cl=f{x)—1(x,c.2) Fertig
B lim rix, ) 0]
W2
mes CPix,.Cr, K. 22
FTHIN BOG EXAKT FET _E/30
[B 5.23]
Interpretation: limr(x,c)=0. Dabei

x—2
spielt der Wert von ¢ keine besondere
Rolle.
Nicht so verhilt es sich mit der Zahl ¢ bei
der Berechnung des Limes

-2\ X—-2

Mochte man zur weiteren Auswertung
dieses Limes einen Grenzwertsatz fiir
Funktionen anwenden, zum Beispiel der-
art:

”m(r(x,c)j_ Ixiggr(x,c) 0

X—2 _|in21(x—2)_6’

X—2

so zeigt sich der nicht auswertbare Son-

derfall % (nicht definiert). Die Grenzwert-

satze sind leider wegen der Division durch
0 nicht anwendbar.

Setzt man allerdings fiir ¢ den Wert 12
ein, so findet der Rechner eine Zahl als
Grenzwert.

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]

- E Hlgebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

B 0efinier li{x,m,a)=m-[x-a)+fa)

Fertig

Befinier rix,c)=f(=)-1lix,c,2) Fertig
B lim (s, 0]
®HZ

. 1im[—”(:_’ f,f:'] a
A2

|MN EOG EXAKT FET /%0

[B 5.24]

Interpretation: Fiir den speziellen An-
stiegswert ¢ =12 konvergieren fiir x — 2
die Werte des relativen Restterms

r(x,c)

x—2
zur Funktion f mit f(X):=x’ gegen die
Zahl 0. Die lineare Funktion | geht mit
diesem Anstiegswert 12 an der Stelle a =2

in das lineare Taylorpolynom
I(x,12,2)€e L, iiber.

Frage: Wie lasst sich der Grenzwert
lim (_r(x,lZ)j =0
x—2 x—2

zur Funktion f plausibel erkldren?

Annahme fiir den Grenziibergang x — 2:
Der Ziahler r(x,12) konvergiert , schnel-

ler” gegen die Zahl 0 als der Nenner
(x—2). Folglich muss es eine Umgebung
um die Zahl 2 geben, in der stets gilt:
Ir(x,12)| <|x-2].

Eine grafisch-numerische Applikation soll
uns den Grenzwertprozess numerisch
veranschaulichen und insbesondere eine
derartige Umgebung um die Zahl 2 de-
monstrieren.
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Y=Editor/

1 Fzr B i P ¥
- E Zoom |Figs k] v | l-E"ETE{-.*
SFLOTS
Yul=|rCe, 129
2=l = 2
=10 UE0)

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 5.25]

TBLSET/

e o lpears| v alies|zetor il
ﬁ!}u THEL-ZETUF
«| TablStart..... B |
i S 1 R |
Graph <-> Tabl AUS=
Unabhingig. ... AUTO+
2
uit=
ud Cxr=ol ({2 x>

EINGREE + [EMTERI=OK s [ESCISAEERLUCH

ESC=AEEER

[B 5.26]
TABLE/
- .

16 2. falzch
1. 5. 1. talsch
2. . o. talsch
3 T 1. falsch
4 32 2. falzch
3. g1. 3. talsch
G 160, 4. talsch
T 275, S. falsch
x=0.
HMAIN EOG ERRET FET
[B 5.27]

Interpretation: Bisher haben wir keine
Umgebung um die Zahl 2 gefunden, in der

stets gilt: |r(x, 12)| <|x-2|.

TBLSET/

- B £l i KR

%{ TREL-ZETUF s
1 TablStart ..... IE
1 |
2

2

2

=

aThl.iieivnnnss [.1
Graph <-3% Tabl AUS+
Unabhingig.... AUTO+

Erter=5ICH

ESC=AEBEER ]

L.UF .3 [Fal=ch
»=2.

|EINGHBE + CEMTERI=0K.s [EZC1=AEERUCH

[B 5.28]

TABLE/

HMAIN EODG ERAKT FET

[B 5.29]

Interpretation: Eine Umgebung um die
Zahl 2, in der gilt: |r (X,12)| <

es zu geben.

, scheint

TBLSET/
1 TablStart.....
1] aTbl...ue.a... | oS
U Graph <-: Tabl AUS+
% Unabhéngig. ... AUTO=
[2l ¢ Enter=51CH (ESC=AEER__ > HBBR
2. T8 [ IFE5E[ I [wahr T
»=1.
EIMGAEE + [ENTERI=OF. [ESCISAEERUCH
[B 5.30]
TABLE/
29 |.13163].15 waht
] 059 |, wahr
95 |.@01485].05 wahr
2 . G, talsch
2,05 |.E1513.05 waht
2. 51 . wahr
2.15 |.13838].15 wahr
»=1.8
MAIN EDG EXAKT FET
[B 5.31]

Interpretation: Um die Stelle 2 gibt es of-
fensichtlich eine Umgebung, in der nume-
risch gilt: |r (X,12)| < |X— 2| .

Auf numerischen Weg koénnen wir leider
nicht bestatigen, dass die Ungleichung fiir
alle x-Werte aus dieser Umgebung richtig
ist. Wir konnen aber das Gegenteil dieser
Behauptung durch weitere numerische
Tests nicht widerlegen. Folglich bleibt es
bei einer Vermutung mit der Aussage: Der
Restterm r(X,12) nahert sich beim
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Grenzwertiibergang fiir x =2 in einer
Umgebung der Zahl 2 betragsmafiig
,schneller” der Zahl 0, als es der Term

X— 2| je vermag.

Das Wesen dieser Vermutung bleibt auch
dann prinzipiell erhalten, wenn man den
Term |X—2| mit einer positiven, kleinen
Zahl ¢, wie zum Beispiel mit £:=0.1,
multipliziert.

Es soll vermutlich ein kleineres Intervall
um die Zahl 2 geben, in dem gilt:
r(x,12)| < £-|x-2 ().
Wir suchen nach einer grafisch-
numerischen  Veranschaulichung.  Im
Y=Editor andern wir fiir Yy, ab:
y2:= O.l-|x—2| und verbinden damit die
Vorstellung, dass die Werte des ,neuen”
Terms 0.1- x—2| aufgrund des kleineren
Korrekturfaktors von 0.1 sich ,schneller”
der Zahl 0 ndhern als es die Werte des
,alten” Terms |x —2| je getan haben.

Y=FEditor/

rfi T rsz E TE-. T FEr T FE™ T
- E Zoom[Bearh] < |Alles|feitti lT:'-s-::%'t-s s-sr..n

FLOTE
“ul=lrx, 12]
“yp=,1- |><—2I

yI=
3 Caer=u] O {2 O

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 5.32]

TBLSET/

TablStart .....

aThl.iieivnnnss | CIES
Graph <-3% Tabl AUS+
Unabhingig.... AUTO+

(Enter=STCH (ESC=AEER FIEIEIR

2. 07 [ IU=q I 0Z [Fal=ch
x=1.985

EIMGAEE + [EMTERI=0K [ESCI=AEERUCH

[B 5.33]

h.'lh.'lh.'lh.'lh.'li-‘i—‘

TABLE/

LABIES L OES (wake

99 L0058 | 081 fwahe
290 [ 08815 0005 [waht

o] LA0EE |6 waht
015 [ B81ES L0015 [wahe
02 [.o82d1].002 [Falsch)

x=1.985

HMAIN EODG ERAKT FET

[B 5.34]

1

1

2. . .

2,005 | 00015 . 0005 [wake-
2

2

2.

Interpretation: Um die Stelle 2 gibt es of-
fensichtlich eine Umgebung, in der nume-
r(x,12)[<0.1:|x-2].

Der Korrekturfaktor 0.1 verkleinert zwar
die rechte Seite der Ungleichung (**) ein
wenig und steht somit fiir eine , schnelle-
re” Anndherung an die Zahl 0 als zuvor.
Trotzdem bleibt es bei dem bereits oben
beschriebenen ,Schnelligkeitsverhaltnis”
zwischen linker und rechter Seite von (**).

Zu einer geometrischen Interpretation und
Veranschaulichung gelangt man mit der
Einfiihrung von zwei , &-Trichtergera-
den” unter Verwendung der beiden linea-
ren Terme in x: &-(X—2) und
—£-(X—2). Fur £:=0.1 zeigt sich tatsdch-
lich ein derartiges Intervall mit der Zahl 2
als inneres Element.

risch gilt:

Y=Editor/

[‘Fi T 5 T E TF-T FEr T FET rF
- E Zoom[Bearb] < |Alles|feitti IT:’-E-::ZH-E s-sﬁ..ﬁ

<FLOTE
“yl=rix, 121
wigz=o1[x - 2)
vigd=-.1(x - 2)
4=l

o=

u%—

ar=

HS=

94(x)—

FAIN EDG EXART FET

[B 5.35]
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WINDOW/
- {— ZFDZJN ]

“min
P ERCEN
wscl=.01
gmin=-. DU3
ymax=.-us
yscl=. 001
wres=1.

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 5.36]

GRAPH/

- {— Zn:rgm 5pur‘ HeuZm Math Zi:hn - At £-=

S

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 5.37 a]

|MAIN EOG ERAKT FKT

(Grafische Aufbereitung)
[B 5.37 b]

Interpretation: In einer sehr kleinen Um-
gebung der Zahl 2 liegt ein Teil des Grafen
der Restfunktion 7 im Inneren eines noch
so schmalen ,, £ -Doppel-Trichters”.

Ubersetzt man diese geometrische Darstel-
lungsweise in die exakte Fachsprache der
Mathematik, so erhalt man die Formulie-
rung: Zu jedem Anstieg £>0, bezogen
auf die beiden linearen Terme t&-(X—2),
existiert eine § -Umgebung um die Zahl 2
mit d >0, in der fir alle X# 2 gilt:

r(x,12)|<e:[x-2|

r(x,12) <
X—2

Diese Aussage ist éiquivalent zZu
. r(x,12
Ilm( ( )j =
x—2 X—2

Ubung 5.10

Zeigen Sie fiir die Funktion f mit

f(X):=x* in einer grafisch-numerischen
Applikation: Der Restterm r(X,12) nédhert
sich beim Grenzwertiibergang fiir x — 2
in einer sehr kleinen J-Umgebung der
Zahl 2 auch dann betragsmaifiig ,schnel-
ler” der Zahl 0, als es der Term

@ 500)-|X—2| je vermag. Geben Sie ein
geeignetes 0 an und begriinden Sie Thre

Wahl.
Antwort: Zum Beispiel mit ¢ :=3/10000.

Ubung 5.11

Gegeben sei der Term f(X):=4-X°.

Welcher der beiden Restterme
restl(x) := 4-x* +40- x+100
rest2(x) =—4-x*—40-x+100

gehort zu einem linearen Taylorpolynom
der Funktion f mit der Entwicklungsstel-

le (-5)?
a) Entscheiden Sie mithilfe eines geeig-
neten Taylorbefehls.

b) Entscheiden Sie ohne Unterstiitzung
eines Taylorbefehls. Begriinden Sie.
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6  Der Anstieg einer Sekante

In der geschichtlichen Entwicklung der
Differenzialrechnung spielte das so ge-
nannte Sekanten-Tangenten-Problem eine
grofie Rolle. Die Behandlung von Taylor-
polynomen ist historisch gesehen eine
theoretische ~Weiterentwicklung dieses
besonderen Problems.

In diesem Abschnitt wollen wir uns aus-
fithrlich mit den Begriffen der Sekante an
einem Funktionsgrafen und dem Anstieg
einer Sekante beschaftigen.

Wir beginnen mit einigen auffrischenden
Ubungen und Wiederholungen.

Ubung 6.1

a) Geben Sie den Anstieg der in den
Figuren [B 6.1 a] und [B 6.1 b] darge-
stellten Geraden an. Beschreiben Sie
Ihren Losungsweg, ohne Unterstiit-
zung des Rechners.

b) Beschreiben Sie, wie man alleine
mithilfe der GRAPH/Spur-Funktion
den Anstieg einer Geraden im Gra-
fenfenster bestimmen kann. Beziehen
Sie sich dabei auf den Grafen der
Funktion f im Bild [B 6.2 c].

[B 6.1 a]

y
\1\

0 : 2\
[B 6.1b]

Grafisch-numerische  Applikation  zur
Ubung 6.1 b)
8

9
Gegeben: f(x):=—-x——
egeben: f(x) 5 5

Y=Editor/

[‘Fi T 5 T E TF-T FEr T FET rF
- E Zoom[Bearb] < |Alles|feitti IT:’-E-::ZH-E s-sﬁ..ﬁ

FLOTE
“yl =92 % — B9
g2

yi=
ud=
o=
Je=
Jr=
ug=
9=
210=

2 (=

FAIN EDG EXART FET

[B 6.2 a]

WINDOW/

1 Fer
- E Lo ]
#Min

=max=10.

#scl=1,

gmin=-10.

gmax=10.

y=cl=1.

Hres=2,

FAIN EDG EXART FET

[B 6.2 b]

FEr Farx F7

1 Few | F¥ & 3
Pl Spur Heulei [Math|Zchn| ﬁ:? i

- f—|[Zcom

FAIN EDG EXART FET

[B 6.2 c]
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Ubung 6.2
Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck
ABC.

a=30 mm
c=45 mm

C Berechnen Sie die Gro-
e des Winkels « aus
den bekannten Seiten-
langen 4 und c.

/) [

A B Antwort: ¢ =33.7°

[B 6.3]

Wir fithren den Begriff , Anstiegswinkel

einer Geraden” ein.

Definition

Unter dem Anstiegswinkel ¢ einer Ge-
raden ¢ im kartesischen x-y-

Koordinatensystem versteht man jenen
Winkel, den die Gerade ¢ mit der posi-

tiven Richtung der x -Achse bildet.

Kurz: o= £(g,X") mit 0<a<r.
Zwischen dem Grafen einer linearen
Funktion und dem Anstiegswinkel besteht
eine trigonometrische Beziehung.

Satz

Die Funktion f sei mit
f(x,m,n):=m-x+n eine lineare Funkti-
on in x. Dabei sind die Werte m und n
bekannt. Der Graf von f sei die Gerade

g im kartesischen x-y-Koordinaten-

system. Fiir den Anstiegswinkel o der
Geraden g gilt dann: tan(a) = m.

Wir beweisen den Satz S 03 und listen als
Erstes unsere Beweismittel auf:
M: Tangens im rechtwinkligen Dreieck:
" Gegenkathete™
" Ankathete"
M: Komplementdarwinkelbeziehung fiir
den Tangens: tan(z — o) = —tan(«)

tan(x) =

Beweisfiihrung mittels Fallunterschei-
dung: Wir wahlen auf der Geraden ¢

zwei Punkte P,(x,,1,) und P(x;,y,) mit
X, # X und unterscheiden dabei zwei Fal-

le:

Fal 1: O<a<x/2 und
Fal 2. #/2<a<x

(Warum betrachten wir nicht den 3.
Fall: a=7/2?)

ZuFall1l: O<a<rxl2:

P_g
Y4 1
" P& A Yi-Yo
X1~ %o
0 X, X,
[B 6.4]

Mi: tan(a) = 20
X =%

Zu Fall 2: 7/2<a<x: Dieser Fall ent-
steht beispielsweise nach Drehung der
Geraden ¢ um B .

4
Y L
Y1i-Y,
P
a (BN
o I 7PN
0 x X,
[B 6.5]

Mz tan() = Y=Y
X=X
Komplementarwinkel &, f: a=7n—-f
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Mz

tan(e) = —tan(f)
- _ y1 - yo
X=X

— Yi= Yo

X=X
In beiden Fallen erhalten wir:
tan(e) = 2=,

X =X

Wegen vy, =f(x)=m-x+n und
Yo = F(X)=m-X%+n gilt:

Y%

=%

_m-x +n—(m-x,+n)
X =%

:m'(xl—xo)

=%
=m

tan(a) =

In Worten: Der Anstieg m der Geraden ¢

ist gleich dem Tangens des Anstiegswin-
kels o der Geraden g.

Definition

h sei eine von Null verschiedene reelle
Zahl. f sei eine Funktion und mindes-

tens im Intervall I:=[x,, x,+h] defi-
niert. Die Punkte P, und P, mit
Py(x,, f(x,)) und P, (x,+h, f(x,+h))
liegen auf dem Grafen von f . Die Gera-
de s(P,, P,) bezeichnen wir dann als

Sekante von f im Intervall I.

Bemerkung: Die reelle Zahl /1 kann posi-
tiv wie auch negativ sein, nur nicht gleich
0 und wird auch als Argumentzuwachs
bezeichnet.

Ubung 6.3
In der nachfolgenden Abbildung wird der
Argumentzuwachs h positiv dargestellt.

Skizzieren Sie sich ein ahnliches Bild fiir
h<O.

Grafische Darstellung fiir 1 >0:

P,
flx,+h) =
Sekante °§
R 3
e
0 X, X,+h

[B 6.6]

Der Anstieg der Sekante s, die durch die
beiden Punkte P) und P, bestimmt wird,
berechnet sich dann tiber die im Bild
[B 6.6] dargestellten Koordinaten aus dem
FO6+h) — (%)
h .

Wie man im nachfolgenden Bild sehen
kann, gilt im rechtwinkligen Anstiegsdrei-
eck P,PP, fiir den Anstiegswinkel & mit

Quotienten:

oa=0a" (Stufenwinkel an geschnittenen

Parallelen):

L,

f ( Xo+h ) =

=

Sekante Y

o) sl L) 3
P h B

0 x, X,+h

[B 6.7]

fOg+h)-104)

tan(x) = 0

Interpretation: Die Grofle des Anstiegs-
winkels ¢ der Sekante s(P,,P,) zu f

kann beeinflusst werden von der Stelle x,
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und von dem Argumentzuwachs i mit
h#0. Fiir diesen speziellen Zusammen-
hang definieren wir eine Funktion, na-
mens Differenzenquotient, auch unter der
Bezeichnung , mittlerer Anstieg” der Kur-

veim Intervall | :=[X;, X%, +h] gelaufig.

Definition m

f sei eine Funktion. Die Punkte F,, P,

liegen auf dem Grafen der Funktion f.
Die Funktion f sei mindestens im In-
tervall | =[x, % +h] definiert. Die
Funktion d heifit Differenzenquotient
per Definition genau dann, wenn:

d(%,h) = f(X°+hr)]‘ 1) mit hs0.

Geometrische Bedeutung von d: Die
Funktion d gibt den Anstieg jener linea-
ren Funktion an, die durch die Sekante
s(P,, P,) bestimmt wird.

Auftrag 6.1

f sei eine Funktion mit f(X)=x*-1.
Berechnen Sie die Anstiege und den An-
stiegswinkel derjenigen Sekanten, die
durch die Punkte: Py(1.5,f(1.5)) und
P,(1.5+h, f(1.5+h)) mit h#0 gehen.

Dabei nimmt /i nacheinander folgende
Werte an:

a) 1,0.1,0.01,0.001, 0.0001

b) -1,-0.1,-0.01, -0.001, -0.0001.

Losung 6.1 a)

Geg: f(x)=x"-1, heR
P15, f(1.5) und
P.@.5+h, f(1:5+h)) mit

h={1, 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001}

Ges.: (1) Sekantenanstiege in Listenform
(2) Anstiegswinkel als Naherungs-
werte im Gradmafl, Angaben in
Listenform

Los. Sekantenanstiege berechnen sich
(1): aus der Funktion d (Differenzen-
quotient):
f(x,+h)—f
d(x,,h) =+ r)] (%)
h#0 und X, :=15.

mit

Hinweis: Stellen Sie im MODE-Menii wie
in den Bildern von [B 1.1] bis [B 1.3] dar-
gestellt, auf symbolischen Ausgabemodus

um.

HOME/

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

W HeuHuta Fertig
" Definier fix)=xZ -1 Fertig

W Definier dixd, k) =w

Fertig
B Oefinier =x0=1.5 Fertig
®Oefinier h={1 .1 .01 .281 1.e-4%

Fertig

ier h={1,.1,..04,.001.1.e"43
FMAIW EODS EXRET FET B/
[B 6.8]

Approximative Berechnung der Sekanten-
anstiege, Ausgabe erfolgt in Listenform:

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

W Definier dixd, k) =w

Fertig
B Oefinier =U0=1.5 Fertig
B efipier h=L1 .1 .01 .081 1.e-4%

Fertig

==l k)
L4, F.1 3.0l F.oel  F 00013

d{x,h)

HMAIN EODG ERAKT FET _&/30

[B 6.9]

Interpretation: Zu jedem Element der Lis-
te 1 gibt es genau eine Sekante s und
genau einen Sekantenanstieg m . Die Se-
kantenanstiege m in Listenform:

m = {4,3.1,3.01,3.001,3.0001 } .
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Berechnung der Anstiegswinkel in Listen-

form:

Los. Zuerst berechnen wir die exakten

(2):  Anstiegswinkel im Bogenmaf3
und speichern diese Liste unter
dem Namen b ab.

tan(ar) = d(x,, h)
a = tan™(d(x,, h))

I‘Fi T 5 TrsvT o ]’ FE T FE™
- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]

B efinier x0=1.35 Fertig
B fefinier h=4¢1 .1 .@01 .00l 1.e-4>
Fertig
=, bl
L4 3.1 3.1 F.oool Foo0E1d

B Tanddi=0, h))+ b

{% - Tani(1l-4) % - Tar4{18-31) % - Tab

.n"(d(xﬂ,h))-ﬂ:

N EDG EXRKT FET 7730

[B 6.10]

Um die Anstiegswinkel als Naherungs-
werte im Gradmafs zu erhalten, multipli-
zieren wir die Liste b mit dem Faktor
180/ 7 und berechnen approximativ:

via i :sv“ EZE;EE?: >'“<?=- Prf;EFI fvT ]

" A, k)
£4. 3.1 301 F.001 F.0001%

B Tan(d(x=0, b)) + b

{% - Tant(1-4) & - Tard(10-31) & - Tab

2
L biga
T

LPo.9E3Foea3Z2]l Y2, 1213034042
b*x180n
MAlN EDG EXAKT FET i/B |
[B 6.11]

Interpretation: Zu jedem Element der Lis-
te h gibt es genau eine Sekante s und
genau einen Anstiegswinkel « . Die An-
stiegswinkel in Listenform:

o ={76.0°,72.1°,71.6°,71.6°,71.6°}

(auf eine Dezimalstelle nach dem Dezi-
malpunkt gerundet).

Ubung 6.4
Losen Sie am Rechner den Auftrag 6.1 b).

Auftrag 6.2

f sei eine Funktion mit f(X):=x*+15.
Die Gerade s(F,, P,) sei eine Sekante von
f mit heR’, P05 f(0.5) und
P,(0.5+h, f(0.5+h)).

a) Bestimmen Sie aus den Punktkoor-
dinaten x und y eine Gleichung fiir

die Sekante s.

b) Benennen Sie die darin enthaltenen
Terme fiir den Sekantenanstieg und
das absolute Glied.

c¢) Welche Besonderheit beschreibt die
Sekantengleichung fiir x=0.57

d) Welche Beziehung besteht zwischen
der Zahl & und der Sekante s, die
aus der Sekantengleichung hervor-
geht? Veranschaulichen Sie die Be-

ziehung,.
Losung 6.2 a)
Geg: f(x):=x*+15
P,(0.5, £(0.5)) und
P,(0.5+h, f(0.5+h)) mit
h=0.

Ges.: Gleichung fiir s(P,, P,)

Los.: Eine Gerade, die durch den Punkt
P)(x,, f(x,)) verlauft, gehort zu

der Menge L, .
106, %) 1= M- (x= %) + f (%)

HOME/

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

= HeuAufg Fertig
B 0efinier lix,m, =0 =m-[x— =x0] + F{=0

Fertig
er 1, m, x0>=m* {x—xB0+F (0D
HiIN Eliz EXRRT FET  &lz0

[B 6.12]

Wir belegen das dritte Argument x, in
[(x,m,%X,) mit der Zahl 0.5 und werten

dann approximativ aus.
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I‘Fi T 5 TrsvT o ]’ FE T FE™
- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]

= HewAufg Fertig

m0efinier 10w, m, =@ =m-[x - =01+ F{x00
Fertig

B 10x, M, S0 Mox = 5w+ 0.5

1 x,.m.0.5>

HHIN EOG ERRET FET 3730

[B 6.13]

Wir erweitern die CAS-Applikation um
die Funktionen d und f.

- fmln1 gebra|Cale|Andere PraenlLiseh)
TFHELIUT S rer Iy
" 0efinier 10x, M, x@) =n-[x - x@0] + f{=0)
Fertig
m-x—JS-m+ .30
s+ = 000
h

B, M, .00
B Oefinier dixzd, k)=
Fertig

W Definier fix)=x2+1.5 Fertig

Definier Flxr=x"2+1_5L

HMAlN EODG EXAKT FET &40

[B 6.14]

Mit der Funktion d konnen wir den An-
stieg m der Sekante s ndher bestimmen.
Wir belegen im Term I(x,m,x,) die Pa-

rameter m und x,.

I’Fi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch
=T LTTI™=T IC 7 Ty &7 TT 1, o T T LA
Fertig
LR LT I
Fixl + h) — £
h

B1x, M, .00
B fefinier dixzd, h)=

Fertig

" Definier fix)=x2+1.5 Fertig

B 10w, di.3, hy, .50 [h+1.)x—.5 h+1.,25

1¢w, d<0.5, . h>, 0.5

HMAlN EODG EXAKT FET 6430

[B 6.15]

Interpretation: Der Term [(x,m,x,) lie-
fert an der Stelle (x, d(0.5,h), 0.5) den

Term:

(h+1)-x—ﬁ+§.
2 4
Die Sekantengleichung in xeR und
ye R ergibt sich dann mit he R aus:
y=1I(x,d(0.5,h),0.5)

h 5
=(h+1)-x——+—
y=(h+l)x="+

Losung 6.2 b)
Der Term h+1 kann als Anstieg der linea-
ren Funktion | aufgefasst werden und

——+E ist dann das zugehorige absolute

Glied.

Losung 6.2 ¢)
.. h 5 ,
Fiir y:(h+l)-x—5+z x=0.5 ergibt

sich y=1.75. Alle Sekanten haben den
gemeinsamen Punkt: F,(0.5, 1.75).
(Uberpriifen Sie diese Angaben.)

Losung 6.2 d)

Zwischen h und s besteht folgende Be-
ziehung: Zu jeder Zahl 1 gibt es genau
eine Sekante s.

Wir veranschaulichen diesen wichtigen
Zusammenhang mittels einer grafisch-
numerischen Applikation. Der Parameter
h durchlauft dabei nacheinander die Zah-
len: 3, 2, 1 der gleichnamigen Liste.

Y=Editor/

[‘Fi T 5 T E TF-T FEr T FET rF
- E Zoom[Bearb] < |Alles|feitti IT:’-E-::ZH-E s-sﬁ..ﬁ

SFLOTE
wyl=xZ + 1,5
wy2=h+1)-%x- .5 h+1.25|h=43 2 1
AR |

3=

J3=

JE=

J7=

ug=

J3=
y3Cwi=

FAIN EDG EXART FET

[B 6.16]

WINDOW/

1 Fer
- E Lo ]
#Min

wmax=d4,

#scl=1,

gmin=-3.3

gmax=18.

y=cl=d4.

Hres=2,

FAIN EDG EXART FET

[B 6.17]
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GRAPH/

I‘Fi Trzv]’ FF ]’ Yy TrsvTrsv‘l‘F? T B
- E Zoom |Spur Heulei [Math{Zchh|~ il ]

\\___

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 6.18]

Zusammenhang: ,Argumentzuwachs -
Sekantenanstieg - Gleichung fiir s“: Fiir

Sekanten von f mit f(x):=x>+15 gilt:

HOME/

rfi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]

- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch

=T ITTI=T T vl LI = T =T I

1w, di.5, h), .5 [h+1.1x-.5h+1.25

By =1ix,dl.5,h),.5)
g=lh+1.1-x- .5 h+1.25

'H=1(x,d(.5,h),.5)|h=3 u=d. -x— .25
my=1(x,d{.5,h, .50 |h=2 u=3.-x+.25
my=10x,d{.5,h, .51 |h=1 u=Z2-x+.75

|MHIN EODG EXAKT

[B 6.19]

FET 10/%0

Interpretation fiir f(x):=x"+1.5

h | Anstieg m | Gleichung der Sekante

3 4 y=4-x-1/4

2 3 y=3-x+1/4

1 2 y=2-x+3/4
Ubung 6.5

Zu jeder Zahl & gibt es genau einen An-

7 Der Anstieg eines Grafen an
der Stelle a

Wir sind nun mittels der Funktion d, dem
Differenzenquotienten, in der Lage, Aus-
sagen dariiber zu machen, wie grof§ der
mittlere Anstieg einer Kurve im Intervall
| :=[Xy, X, +h] mit h#0 ist. Der Verlauf

der Kurve ist aufgrund des sich im Inter-
vall I stets veranderlichen Anstiegs nur
schwer zu beschreiben. Man miisste dazu
wissen, wie grofs der Anstieg einer Kurve
an einer Stelle x, bzw. in einem Punkt P

ist. Im Unterschied zu einem mittleren
Anstieg einer Kurve spricht man in diesem
Fall auch von einem lokalen Anstieg eines
Funktionsgrafen in x;.

Eine Existenzaussage iiber den Anstieg
einer Kurve in einem Punkt zu formulie-
ren, bedeutet vor allem, das Intervall I,
welches durch den Argumentzuwachs h
beschrieben wird, sehr klein zu gestalten.
So klein, dass eine Anndherung an den

Punkt P(X,, f(x,)) erfolgt.

INFO | Sekantenfolge und Grenzgerade
Wie eine solche Anndherung an den Punkt
P mit P(X,, f(X)) vollzogen werden

kann, iiberlegen wir an einem geometri-

schen Modell.

Geg.: Kurve k, fester Punkt P auf k,
weiterer Punkt N auf k, N darf

stiegswinkel ¢ . Ordnen Sie in einer Ta-
belle jeder Zahl h aus {3, 2, 1} ihren An-
stiegswinkel ¢, zu.

Ges.:

sich auf k ,schrittweise” hin und
her bewegen.
Anstieg m der Kurve k im Punkt

P.

Sekante s

P
[B7.1]
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1. Berechnung des mittleren Anstiegs
der Kurve k aus dem Anstieg der
Sekante s(P,N).

2. Der Punkt N bewegt sich ,einen
Schritt” auf k in Richtung P zu.
Der bewegliche Punkt N nimmt
dann die Position von N’ ein.

3. Berechnung des mittleren Anstiegs
aus dem Anstieg der Sekante
s'(P, N').

4. Der Punkt N bewegt sich wieder
,einen Schritt” auf k in Richtung P
zu. Der bewegliche Punkt N nimmt
dann die Position von N’ ein.

5. Berechnung des mittleren Anstiegs
aus dem Anstieg der Sekante
$'(P, N).

6. Etc.

Wie nah soll und wie nah darf der Punkt

N an den Punkt P herankommen, wenn

man den Anstieg der Kurve k im Punkt

P bestimmen mochte?

Wir untersuchen diesbeziiglich erst einmal

zwei gedanklich nahe liegende Falle:

1.Fall: Der Punkt N bewegt sich
,schrittweise” auf den Punkt P
zu, bis N die Position von P
eingenommen hat.

2.Fall: Der Punkt N bewegt sich

schrittweise auf den Punkt P
zu. N darf beliebig, nahe an P
heran, erreicht aber dabei nie-
mals die Position von P .

Zum ersten Fall: Wenn am Ende der
schrittweisen Annaherung von N an P
gilt: Der Abstand zwischen N und P ist
gleich 0 (N liegt genau auf P ), dann exis-
tiert keine Sekante mehr. (Warum nicht?)
Folglich kann jede Gerade aus der Menge
L, zum festen Punkt P den Platz ausfiil-

len. (Begriinden Sie diese Folgerung.) Da-
mit gibt es unendlich viele solcher Gera-
den (strich-punkt-skizziert) und demzu-
folge auch unendlich viele Anstiege zu

diesen Geraden. Der Kurve k kann somit
kein eindeutiger Anstieg zugeordnet wer-
den.

[B7.2a,b]

Zum zweiten Fall: Wenn am gedachten
Ende einer schrittweisen Anndherung von
N an P gilt: Der Abstand zwischen N
und P ist grofler 0 (N liegt nicht auf P),
dann existiert stets eine Sekante. Da aber
hier die Bedingung gilt: N darf beliebig,
nahe an P heran, wird diese schrittweise
Anndherung nie zu Ende sein. Denn es
gibt immer wieder einen Punkt M, der
einen noch geringeren Abstand zu P hat,
als durch die Schrittbewegung von N zu
erreichen ist (Dichtheit der Kurve k vor-
ausgesetzt). Es gibt demnach unendlich
viele Sekanten und folglich auch unend-
lich viele Sekantenanstiege. Auch in die-
sem Fall kann somit der Kurve k kein
eindeutiger Anstieg zugeordnet werden.

k

Sekante s

— e w— —

P M N+ Sekante S?P, N+)
[B7.3]
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Zusammengefasst: Mit diesen Anndhe-
rungen entstehen keine eindeutigen Aus-
sagen iiber den Anstieg im Punkt P. Um
dennoch zu einem zufrieden stellenden
Ergebnis zu gelangen, zeichnet sich aus
diesen beiden Fallbetrachtungen ein drit-
ter moglicher Weg ab. Zum einen ist es
erstrebenswert, den Anstieg der Kurve k
aus dem Anstieg einer aus der Menge L,

stammenden Gerade festzulegen, da der
Punkt P stets fest bleibt und nur lineare
Funktionen an jeder Stelle ihres Definiti-
onsbereiches konstante Anstiege aufwei-
sen. Zum anderen liegt uns mit dem Funk-
tionsterm d(x,h) fiir # — 0 im Falle der
Konvergenz von d ein eindeutiger
Grenzwert vor, welcher dann den Anstieg
der Grenzgerade angibt.

Damit ist das eigentliche Ziel, der Kurve
k einen eindeutigen Anstieg im Punkt P
zuweisen zu konnen, erreicht. Vor allem
muss uns dabei bewusst sein, dass die
Folge von Sekantenanstiegen unendlich
ist und nur im Fall der Konvergenz einer
solchen  Sekantenanstiegsfolge  eine
Grenzgerade existent sein kann.

Fazit: Ohne Konvergenz von d(x,h) fir
h— 0 existiert keine Grenzgerade und
somit auch kein lokaler Anstieg in P .

Die sich aus dieser allgemeinen Erorte-
rung ergebende Existenzfrage (Unter wel-
cher Bedingung existiert fiir eine belie-
bige Funktion f in einem beliebigen

Punkt P fiir h— 0 ein Anstieg in P?)
ist damit hinreichend diskutiert.

~.
P - -

GRENZGERADE? = = =~

[B 7.4]

Um das notwendige Verstandnis fiir die-
sen wichtigen Zusammenhang (,Konver-
genz der Sekantenanstiegsfolge — Grenz-
gerade - lokaler Anstieg in P ) zu gewin-
nen, ziehen wir entsprechende Beispiele
heran, an denen wir diese sehr allgemein
beschriebene Idee im Konkreten schritt-
weise umsetzen und anwenden.

Anstieg einer Kurve im Punkt B :

Geg.: Graf der Funktion [ mit
f(x) = x?, Stelle x, = 0.5.

Ges.: Anstieg des Grafen von f im
Punkt P,(0.5,0.5%)

Los.:

(1) Sekante  durch P,(0.5,0.5%),

P (0.5+h,(0.5+h)?) . Fiir jede Zahl

h und h#0 gibt es genau eine
Sekante durch P, und P, .

(2) Anstieg der Sekante durch P,und
P, mit h#0 und der Funktion 4 :
(0.5+h)*-0.5°
h

d(0.5,h) =

_h+h?
" h
=1+h
(3) Grenzwert fiir h— 0:
Ligg(d (0.5,h)) = Ihi£r01(1+ h)

=1

Wir kontrollieren die Rechnung:

HOME/

1 Fzw Fiw Fyw F& Faw

- E ngebr‘alcalc Andere|PraEA|Losch

® HeyAutag Fertig
®Defimier dix, k) =w Fertig
mDefinier fix)=x2 Fertig
B limdl.3, k) i

ks
mes Cd{0.5 . hd. h, 0>

FMAIW EODS EXRET FET 4/
[B 7.5]
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Anstieg der Kurve an der Stelle X, :=0.5

Der Rechner zeigt uns mit der Limesaus-
wertung einen eindeutigen Wert, die Zahl
1. Es existiert offensichtlich ein eindeutiger
Wert fiir den Anstieg der Grenzgeraden
und mit dem eindeutigen Punkt P auch
eine und nur eine Grenzgerade. Demzu-
folge konnen wir sagen: Der Graf (Parabel)
der Funktion f hat an der Stelle X, =0.5

den Anstieg 1.

Wir verallgemeinern, indem wir den Wert
der Stelle X, durch eine Variable z mit

ze R ersetzen.
Geg.: Graf der Funktion f mit

f(X)=x°, Stelle x,:=z mit
ze R.
Ges.: Anstieg im Punkt P,(z,z%)
Los.:
(1)  Sekante durch P(z,2%),
P (z+h,(z+h)?). Fiir jede Zahl h

und h#0 gibt es genau eine Se-
kante durch F, und P,.

(2) Anstieg der Sekante durch P,und
P, mit h#0 und der Funktion 4 :

2 _2
z+h) -z
d(z,h) ;:L
h
_Z"+2-z-h+h*- 7
h
=2-z+h
(3) Grenzwert fiir h—0:
lim(d(z,h))=lim(2- z+h)
h—0 h—0
=2-Z
i1 gebra|C5ie [Andere |Pragr|L saeh]
TFHELIUT S rer Iy
" Definier d:, k) =w Fertig
" Definier fix)=x2 Fertig
m lim d(.S, k) 1
h+8
B lim diz, k) 2=
8
mes(d(z,h),h,ﬂ)
MAIW EDS EXRET FET E/Z0
[B7.6]

Hinweis: Kontrollrechnungen sind keine
Beweise. Bei Ubereinstimmung entspre-
chender Ausgaben erhoht sich die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Richtigkeit der er-
mittelten Angaben.

Anstieg der Kurve an der Stelle x, = z:
Der Graf (Parabel) der Funktion f mit
f(x):=x" hat an der Stelle X,:=2z den
Anstieg 2- 7.

Wir verallgemeinern und parametrisieren
auch den Funktionsterm f (X).

Geg.: Graf der Funktion [ mit
f(X):=9g(x), Stelle X, =2

Ges.: Anstieg des Grafen von f im
Punkt P(z,9(2))

Los.:
(1) Sekante durch P(z,9(2),

P.(z+h,g(z+h)). Fiir jede Zahl h
und h#0 gibt es genau eine Se-
kante durch P und B,.

(2) Anstieg der Sekante durch F, und

P, mit h#0 und der Funktion 4 :

d(Z, h) — g(Z+ hI?I_ g(Z)
(3) Grenzwert fiir h—0:

(9(2+ h)— g(z)j
h

ORI

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]

- E Al gebra|Calc|Andere |[PraEA|Lasch

mlim (.5, k) 1
b+

B limdiz, k) 2z
yda!

B Oefinier fUx)=gix]) Fertig

" limdiz, k) lim[w]
b+ h+o

mes(d(z,h),h,ﬂ)

HAIN EOG EXAKT FET 7730

[B 7.7]

Interpretation: Die Existenz dieses Grenz-
wertes ist nicht gesichert, weil wir {iber
die Berechenbarkeit der Funktion ¢ nichts

wissen.
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Anstieg der Kurve in X, =Z
Der Graf der Funktion ¢ hat an der Stelle
X, = Z den Anstieg

'JL‘J(Q(H hr)]—g(z)j

4

falls dieser Limes genau eine reelle Zahl
liefert, sonst nicht. Ausfiihrlicher bedeu-
tet diese Bedingung fiir die Funktion f:

Nur in dem Fall, wenn die Folge der Se-
kantenanstiege (d,) mit ne N und
g - 10u+h)=10)
h,
fir jede  Nullfolge (h,) mit
h #0fir dle ne N ein und demselben

Grenzwert hat, gibt es eine eindeutige
Grenzlage zu der Folge von unendlich
vielen Sekanten.

Auftrag 7.1

f sei die so genannte Gauflklammer-
Funktion mit f(X):=[X]. Fiir jede reelle
Zahl x bezeichnet dann f(X) die grofite
ganze Zahl kleiner oder gleich x. Stellen
Sie fest, ob man fiir die Funktion f an der
Stelle 3 iiber eine Folge von unendlich
vielen Sekanten eine Grenzgerade fiir
h — 0 definieren kann oder nicht.

Losung 7.1

In unserem Rechner ist der entsprechende
Funktionsname fiir die Gaufsklammer:
rundKle aus dem MATH/Zahl/- Menii.

HOME/

I‘Fi T 5 TrsvT o ]’ FE T FE™
- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]

= HewAufg Fertig

B prundklel L -8.6 1 -.33 .3 2 41
£-9 -1 -1 0o 2 4%

WKle¢{ 8.6,°1,-0.55,.0.3,2,4%>

Mﬁ BI]G EHHKT FET z/30

[B 7.8]

Hinweis: Den Befehlsnamen ,rundKle”
kann man auch , Buchstabe fiir Buchstabe”
iiber die alphanumerische Tastatur einge-

ben: (R][U] (] [0] (K] (L [E]C.

Y=Editor/

[‘Fi T 5 T E TF-T FEr T FET rF
- E Zoom[Bearb] < |Alles|feitti IT:’-E-::ZH-E s-sﬁ..ﬁ

FLOTE
“yl=rundklel =)

FAIN EDG EXART FET

WINDOW/

1| _Fzr

- f—|Zcom ]
®Mmin

HMEaE=

xscl=1,

gmin=-¢.

gmax=d.

y=cl=1.

Hres=2,

FAIN EDG EXART FET

[B 7.10]

GRAPH/ SEur

1 Few FEv | FE™ FT
- E Lo Spur‘ NeuZe1 Math|Zchh]- ﬁ:? it 2

®cil. 6dFhE gcil.
MAIN BOG ERAKT FET

[B7.11]

Interpretation: Uber die GRAPH/Spur-
Funktion kann festgestellt werden:

x—1<rundKle(x) < x.

Nun zur Uberpriifung, ob eine Grenzge-
rade definiert werden kann oder nicht.

42 © Schumann'’s Verlagshaus



Die beste aller Geraden

HOME/

I‘Fi T 5 TrsvT o ]’ FE T FE™
- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]

= HeyAufg Fertig
B Oefinier f{x)=rundklel:=) Fertig
. 11m[+‘(3+h)—+‘(3)] lim[PundEIE(hj]
b+ b+
me.,((f(3+h)—f(3))fh h.0>
O ERAKT FET 3/30
[B 7.12]

Interpretation: Die Ausgabe des Rechners
hilft uns nicht weiter. Vielleicht gibt es
tatsachlich keine Grenzgerade.

Wir fiithren den Beweis:
Der Limes
lim f(83+h)— (3

h—0

stellt genau dann einen Grenzwert dar,
wenn die Folge der Sekantenanstiege

(ummg—uaj
h,

fiir jede beliebige Nullfolge (h,) mit
h #0 fiir alle ne N die Konvergenz mit

ein und demselben Grenzwert nachgewie-
sen werden kann. An zwei verschiedenen
Testnullfolgen fithren wir die Grenzwert-
berechnung probehalber durch. Unsere
beiden Testnullfolgen sind:

(lj und (—lj mit ne N und n>1.

n n

. 1
Wir ersetzen h, zuerst durch —.
n

F3+3)- (3
n
1

n

mit n>1

Den Anfang dieser Folge werten wir sym-
bolisch aus.

. lin [F(3+h)—+"(3)]

lim [ rundKle(h)]

h ) h

h=a
[3 - f(3)
|[n=4¢2 3 4 5=

:|~£

{0 B0 B
/n))—f(E))/(l/n)ln {2 3 4,53 |

MHIN EODG ERAKT

[B7.13]

Interpretation: Es entsteht eine Nullliste.
Vermutlich stellt die Folge der Sekanten-
anstiege in diesem speziellen Fall eine
konstante Folge, bestehend aus lauter Nul-
len, dar.

Begriindung fiir alle ne N \{1}:

)

. 1
Nun ersetzen wir h, durch ——.
n

f(3-1)- (3
n
1

n

- {— ngebr‘all:aln:- Flnder*e P'r‘gEFI L-:usc,hT ]

l+|n—{2 T 4 5%

mit n>1

@ @ @ ax

———|n=4{2 3 4 5%

]

L2 3 4 53
CFCI—C1/n22—FC322/ " 1rn2In={2.
HAIN B0 ERAET FET &30

[B 7.14]

Interpretation: Es entsteht eine Liste mit
den Zahlen 2, 3, 4 und 5.

Hier zeigt sich im Ergebnis, dass vermut-
lich die Folge der Sekantenanstiege in die-
sem speziellen Fall divergiert.
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Begriindung fiir alle ne N \{1}:

i (3—i) ) .
1 :({3—3}[3])(—“)

n

=(2-3)-(-n)

=n
(Warum beginnt man im Hauptbildschirm
([B 7.13] und [B 7.14]) nach dem Mit-
Operator nicht jeweils mit n=1 ?)
Wir fassen beide Teilergebnisse zusam-
men. Einerseits gilt:

F3+3)- (3

. n _
lim 1 =0und
n

andererseits gilt aber auch:

f3-H- (3
n

im 1
n
existiert nicht (o) .
Da es bereits fiir die beiden speziellen
Nullfolgen:

(EJ und (—ij mit ne N*\{l} keinen
n n

einheitlichen Limeswert fiir

,im(f(sm)—f(e’»)]
h,

N—seo

gibt, besitzt die Folge von Sekanten an der
Stelle 3 fiir (h,) — O keine Grenzgerade.

Ubung 7.1

Gegeben sei eine Funktion [ mit
f(X):=%x*-5-x+6.

Stellen Sie fest, ob man fiir die Funktion f
an der Stelle (-5) tiber eine Folge von

unendlich vielen Sekanten eine Grenzge-
rade fiir h— 0 definieren kann oder
nicht.

Diese Art der Untersuchung, ob fiir eine
Funktion f an der Stelle 4 aus dem Inne-

ren ihres Definitionsbereiches eine Grenz-
gerade fir h— 0 existiert oder nicht be-
antwortet auch in gleicher Weise die an-
ders gestellte Frage:

Ist eine Funktion an der Stelle a diffe-
renzierbar oder nicht?

Die hier genannte Eigenschaft der Diffe-
renzierbarkeit einer Funktion an der Stelle
a ist eine lokale Funktionseigenschaft,
ahnlich wie die lokale Linearisierung einer
Funktion an der Stelle a.

Wir definieren fiir reelle Funktionen die-

sen neuen und zentralen Begriff der Diffe-
renzialrechnung, wie folgt:

Definition

f sei eine Funktion und h eine reelle
Zahl mit h#0. Es gelte weiterhin:
ae D(f) und a+he D(f). Die Funkti-
on f ist an der Stelle a lokal differen-
zierbar per Definition genau dann, wenn

f(a+h)—f(a)

exis-

der Grenzwert |lim
h—0

tiert.

Bemerkungen:

a) Dieser Grenzwert kann auch {iber
die Funktion d, den Differenzen-
quotienten, ausgedriickt werden.

lim-@+h) = T(a) =limd(a,h)

h—0 h

b) Setzt man die Definition Grenzwert
einer Funktion an der Stelle a auf
der Basis der Definition Folgen-

Grenzwert um, dann gilt:
lim f(a+h)-f(a) —lim f(a+h)-f(a)

h—0 h N—seo

fiir jede Nullfolge (h,).
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c) Findet man eine spezielle Nullfolge
(h,) fir die der obige Limes entwe-
der nicht existiert oder einen ande-
ren Grenzwert erzeugt als fiir alle
anderen Nullfolgen (h,), dann ist
die Nichtdifferenzierbarkeit einer
Funktion an der Stelle @ nachgewie-
sen.

d) Ohne Verwendung von h notiert

sich der Limes so: IimM .
X—a X— a

Unterteilt man die Zahl h mit h#0 in
h<0 und h>0, dann spricht man auch
von ,einseitiger” Differenzierbarkeit.

Definition

f sei eine Funktion und in einer Umge-
bung von a definiert. Die Funktion f
ist an der Stelle a linksseitig bzw.
rechtsseitig differenzierbar per Definiti-
on genau dann, wenn der Grenzwert
lim f(a+ hr)]— f(a)

h—0
h<0

bzw.

lim existiert.
h—0
h>0

f(a+h)—f(a)
h

Zwischen diesen speziellen Begriffen und
dem Begriff der lokalen Differenzierbar-
keit besteht folgender Zusammenhang;:

Satz

Wenn eine Funktion f an der Stelle 4
lokal differenzierbar ist, dann ist die
Funktion f an der Stelle a4 sowohl

links- als auch rechtsseitig differenzier-
bar.

Ubung 7.2
a) Beweisen Sie den Satz S 04.
b) Beweisen Sie, dass die Umkehrung
von Satz S 04 nicht gilt.

¢) Unter welcher zusdtzlichen Voraus-
setzung kann man im Falle von links-
und rechtsseitiger Differenzierbarkeit
von f in a auf Differenzierbarkeit in
a schlieflen? Begriinden Sie.

Der Anstieg einer Kurve (hier vereinfa-

chend gleichgesetzt mit Graf einer Funkti-

on) in einem Punkt bzw. an einer Stelle

wird nun wie folgt definiert.

Definition

f sei eine Funktion und an der Stelle a
lokal differenzierbar. Die Funktion f
hat an der Stelle a den Anstieg m(a) mit
f(a+h)-f(a)

h

m(a) = |hl m

Im Falle der lokalen Differenzierbarkeit in
a existiert zu der Folge von Sekanten fiir
h—0 und h#0 eine eindeutige Grenz-
gerade. Man nennt sie Tangente von f an
der Stelle a.

Der Begriff Tangente ist bereits im Zu-
sammenhang mit einem Kreis bekannt.
Doch &uflerste Vorsicht gilt, wenn man
aus gemeinsamen geometrischen FEigen-
schaften bestimmter Spezialfdlle auf eine
gemeinsame grafische Veranschaulichung
dieses Begriffes schliefst. Wir erfassen den
Begriff Tangente in einer Definition, un-
abhédngig von jeglicher Anschauung, rein
analytisch.

Definition

f sei eine Funktion und an der Stelle a

lokal differenzierbar. Eine Gerade heifst
Tangente der Funktion f an der Stelle

a per Definition genau dann, wenn die
Gerade durch den Punkt P(a, f(a)) ver-

lauft und den
f(a+h)—f(a)
h

Anstieg
hat.

m(a) = |hl m
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Eine Tangente kann man natiirlich auch
durch eine Funktionsgleichung in Abhan-
gigkeit von zwei Variablen beschreiben.

Ubung 7.3

Gegeben sei die Funktion [ mit
f (X) = X*. Bestimmen Sie eine Gleichung
der Tangenten an der Stelle a.

a) a=2 (-2,0)

b) a=k mit ke R

Antwort zu b):  y=2-k-(x—k)+k’, xe R,ye R

Wichtige Schreib- und Sprechweisen:
f(a+h)—f(a)
h

Statt m(a) = Llng schreibt

man in Lehrbiichern oft:

£(a) = lim f(a+h)—f(a)
h—0 h
(gesprochen: ,, f Strich von a”)
oder
df :”mf(a+h)—f(a)
dx xea h—0 h

(gesprochen: ,df nach dx an der Stelle x
gleich a*)

Haufig sagt man zu diesem speziellen
Grenzwert erste Ableitung von f an der
Stelle a. Oder auch Differenzialquotient
an der Stelle 4.

Hinweis: Man beachte den wesentlichen
Unterschied zwischen den Wortern:

- Differenzenquotient (spezielle Funktion)
- Differenzialquotient (spezielle Zahl).

INFO |Die Tangente approximiert am
besten von allen Geraden in 4.
Was bedeutet diese Kurzaussage?

Die Existenz einer Tangente ist gleichzu-
setzen mit der Existenz eines linearen Tay-
lorpolynoms. Die Tangente erfiillt mit ih-
rem Anstieg m(a) die Minimalitdtseigen-
schaft aus Satz S 02:

||m{Mj:0 und
x—a X—a

I(x,c,a)=c-(x—a)+ f(a)e L,

Nach dem Einsetzen ergibt sich dann:

“m[ f(x)—c-(x—a)- f(a)):O

X—a X_a

Iim{ f(x)- f(a)—c-(x—a)j:O

X—a X—a
Iim(—f(x)_f(a)_cJ:o.
x—a X—a

Driickt man die darin enthaltene Variable
x durch h aus (x=a+h und h=z0),

dann gilt:

lim (w_c}o

at+h—a h
.im[wj_.im(c)zo

h—0 h h—0

“m[wj_czo

h—0 h
m(a)=c

Nimmt man an, die Minimalitatseigen-
schaft sei das entscheidende Kriterium fiir
die beste lineare Approximation in 4,
dann kann festgestellt werden: Von allen
Elementen aus L, approximiert das linea-

re Taylorpolynom in a (gleichzusetzen
mit der Tangente in a) die Funktion f in

einer Umgebung der Stelle # am besten.

Die beiden unabhangigen Existenzfragen:

(1) Unter welcher Bedingung besitzt

eine Menge L, einer Funktion f

a
ein lineares Taylorpolynom?

(2) Unter welcher Bedingung existiert
fiir eine beliebige Funktion f in

einem beliebigen Punkt P fiir
h— 0 ein Anstieg in P ?
konnen gleichermafien beantwortet wer-
den.
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Bedingung fiir beide Existenzfragen: Die
Funktionswerte der Funktion f miissen

sich in einer Umgebung der Stelle a durch
die so genannte Weierstraf3'sche Zerle-
gungsformel beschreiben lassen.

Wir leiten diese beriihmte Formel her.
Gegeben sei eine Tangente ¢ zur Funktion
f an der Stelle a. Nach der Definition
D 08 gilt somit

f(a+h)—f(a)

f'(a)=m(a) = Ihlgg

oder, mit X=a+h
t(a)=limT X =@
X—a X_ a
Wir formen um:

imt Q=1 f’(a)=0.
X—a

X—a

Setzen wir:
f(a),

wobei limw(x,a) =0 vorausgesetzt wird.

X—a

=11 @

Mit der Einfithrung des Terms w(x,a)
folgt dann die bertihmte Gleichung;:

[f(X) = f(a)+(x—a)- f'(a)+(x—a)-w(x,a)|

namens Weierstraf$'sche Zerlegungsfor-
mel (kurz WZF; Karl Theodor Weierstrafs,
deutscher Mathematiker, lebte vom:
31.10.1815 bis 19.02.1897).

) A
Jx) / /Ew(x, a)(x-a)
' fl@).(x-a
=== ‘J}(if)}( )
o a  x
[B 7.15]

Unmittelbar folgt nach beidseitiger Grenz-
wertbetrachtung fiir X — a:

Lil’)l;l f(x)= Ixig;l(f (@)+(x—a)- f'(a)+(x—a)-w(x,a))
Ixirr; f(x)=f(a)

Interpretation: Die Grenzwertbildung
einer Funktion f fiir X—a ist im Falle

der Konvergenz der Funktion f mit der
Funktionswertberechnung an der Stelle a
gegeneinander austauschbar.

Dieses wichtige Ergebnis halten wir fest in
einem Satz.

Satz

Jede in a lokal differenzierbare Funkti-
on f istan gleicher Stelle auch stetig.

Eine notwendige Bedingung fiir die lokale

Differenzierbarkeit einer Funktion ist die

Eigenschaft der Stetigkeit an einer Stelle

der betreffenden Funktion. Wir setzen an

dieser Stelle die Begriffsinhalte der lokalen

Stetigkeit und des Grenzwertes einer

Funktion voraus.

Ubung 7.4

a) Was bedeutet die Aussage: Eine Funk-
tion f istin a stetig.

b) Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel,
dass die Umkehrung des Satzes S 05
nicht gilt.

c) Bilden Sie die Kontraposition des Sat-
zes S 05 und priifen Sie deren Wahr-
heitsgehalt.

I"Jbung 7.5
a) Interpretieren Sie die WZF, wenn der
Jletzte Summand” (Xx—a)-w(X,a)
vernachlassigt wird.
b) Zu welchem Term in diesem Buch ist
der Term (X—a)-W(X,a) aquivalent?
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c¢) Diskutieren Sie  die  Formel
f(x)=f(a)+(x—a)- f'(a) +w(x,a)
mit limw(x,a) =0.

Ubung 7.6

Erldutern Sie an einem Beispiel, wie man
die WZF fiir die lineare Approximation
sinnvoll nutzen kann und welche Rolle im
Falle der lokalen Linearisierung einer
Funktion, der Term (X—a) -w(X a)

zwangslaufig iibernimmt?

Auftrag 7.2

a) Interpretieren Sie den Grafenverlauf
der Funktion f mit f(X) =X insbe-
sondere in einer kleinen Umgebung
der Stelle 0.

b) Zeichnen Sie an den Funktionsgrafen
von f die Tangenten (falls vorhan-

den) an den Stellen 0.01, 0.001, 0.0001,
0.00001 und 0 ein. Entwickeln Sie eine
Tabelle mit dem dreispaltigen Kopf:
[Stelle, Tangentengleichung, Anstieg].
Interpretieren Sie die ausgefiillte
Tabelle.

c) Warum ist die Funktion f an der Stel-

le 0 nicht differenzierbar?
d) Ist f an der Stelle 0 stetig? Kann man

fiir diesen Nachweis die WZF ver-
wenden? Inwieweit kann fiir den Ste-
tigkeitsnachweis der Rechner einge-
setzt werden?

Losung 7.2 a)
Y=Editor/

rfi T rsz E TE-. T FEr T FE™ T
- E Zoom[Bearh] < |Alles|feitti lT:'-s-::%'t-s s-sr..n

4FLOTE

ul Cax=TOx>

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 7.16]

WINDOW/

P T

- f—|Zcom ]
®Min

HMAN=.

#scl=.0
gmin=-. &
dmax=.3
yscl=.1
wres=1.

HMAIN EODG ERAKT FET

[B 7.17]

GRAPH/

I‘Fi Trzv]’rs T Y Trsv]’rsv‘lﬁ T B
- E Zoar|Spur HeuZe i [Math|Zchn] - f itz ]

HMAIN EODG ERAKT FET

[B 7.18]

Interpretation: Die Funktion ist fiir X=0
definiert. Der Graf ist augenscheinlich
iiberall stetig und ist streng monoton
wachsend. Die Umgebung zur Null ist
rechtsseitig. Im Punkt P(0,0) entspringt
der Graf sehr steil und wird dann fiir zu-
nehmende Argumente flacher.

Losung 7.2 b)
Aus dem Untermenti GRAPH/Math/ be-
nutzen wir die Option ,Tangente”.

GRAPH/Math/

tSchhittPkt
tAbleitungen *
H wad
thlendeP kt
: Hb=tand

tBogenlange
tschraft
HAIN EOG ERAKT FET

[B 7.19]

Nach Eingabe der ersten Stelle 0.01 zeigt
der Rechner links unten die Gleichung der
Tangente.
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GRAPH/Math/Tangente

I‘Fi Trzv]’ FF ]’ Yy TrsvTrsv‘l‘F? T B
- E Zoom |Spur Heulei [Math{Zchh|+ il ]

=5, wt. 05
THRIN EOG ERRET FET

[B 7.20]

Interpretation: Fiir X :=0.01 gilt in guter
Néaherung: y, =5-x+0.05.
In gleicher Art und Weise zeichnen wir die

Tangenten an den anderen Stellen zu-
nachst ohne die Null ein.

y=158. 114+, 0015581
HAIN B0 EXAKT FKT

[B7.21]

Wir entwickeln aus den einzelnen Bild-
schirmdarstellungen die nachfolgende
Tabelle:

1 Fev | F=¥ 4 FEv | _FE™ [F7 @
- E Zoom|Spur Meuge i [Math|Z2chn| - f i i ]

ILf

FEHLEF y

Keine Lisung gefunden

Stelle | Tangentengleichung | Anstieg
0.01 y, =95-x+0.05 5
0.001 y, =15.8- x+0.0158 16
0.0001 | y, =50-x+0.005 50
0.00001| vy, =158.1-x+0.0016 | 158

0 ? ?

Interpretation: Je ndher man von rechts
(gedanklich an der Zahlengeraden) an die
Stelle 0 heranrtickt, desto steiler verlaufen
die Tangenten. Die lokalen Kurvenanstie-
ge verhalten sich entsprechend wie die
Tangentenanstiege.

Speziell an der Stelle 0 zeigt der Rechner
die folgende Meldung:

ESC=AEER
AN EOG EXAKT FET
[B 7.22]

Wir fragen und vermuten: Lasst sich an
der Stelle 0 tiberhaupt eine Tangente fin-
den? Ist es die iy -Achse selbst?

Losung 7.2 c)

Wir legen eine CAS-Applikation an, um
Argumente fiir unsere Vermutung zu
sammeln.

HOME/

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

B HeyAufg Fertig
®Oefinier fix =[x Fertig

B 0efinier dix, k) =w | h>o

Fertig

' d{x, hx=CF (x+hd—F 22 shl hl
AN EOG EXAKT FET__3/30
[B 7.23]

Wir spezifizieren unsere Frage von oben:
Welchen Wert liefert der Rechner fiir den
,eingeschrankten” Differenzenquotienten
d(x,h)|h>0 an der Stelle 0?

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

= HeyAutag Fertig
®Oefinier fix =[x Fertig
= Definier dx,hy =TT s g
Fertig
1
md(Ed, k| k@ =
08, k)| I
dCO, h2 | h>0
FMAIW EODS EXRET FET 4/
[B 7.24]

Interpretation: Der Rechner liefert den

Term —.

NG
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Von diesem Term machen wir uns zu-
nachst ein Bild, indem wir den Buchstaben
h durch x ersetzen und die letzte gra-
fisch-numerische Applikation (siehe Bild
[B 7.16]) erweitern:

Y=Editor/

I‘Fi T rsz Tz TF-q ]’ FEw T FE™ TF
- E Zoom|Bearb| < |Alles|feisti 1T:'-s-:;§“--5 i-i‘:..ﬁ

SFLOTS

wyl=[x

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 7.25]

WINDOW/

1 Fer

- E L0 ]
“min

P ERCEN

wscl=.2

gmin=-.3

gmax=4.3

yscl=.5

wres=1.

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 7.26]

GRAPH/SPur
|‘F1 Trzv]’rz T Yy TrsvTrsv‘l‘F? T B
- E Zoom |Spur Heulei [Math{Zchh|~ il ]

2

#oE L OF 1429 gC i3, FdleG
MAIM E0G ERRKT FET
[B 7.27]

Interpretation: Die Termwerte von l/ vh
(Spur vom zweiten Grafen) wachsen bei
rechtsseitiger Anndherung an die Zahl 0
unbeschrankt.

Erweitern wir die zuletzt angelegte CAS-
Applikation (siehe Bild [B 7.24]) um den
rechtsseitigen Limes

o[ )

so erhalten wir mit entsprechender Syntax:

HOME/

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E HAlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

Fix+ h) = i |h>E|
]

B Oefinier dix,kh)=

Fertig

"B, k| hra %
. 1

L 11[‘1[—] w
ket llh

M EODG ERAKT F 0

[B 7.28]

mes 1T Ch> > h,. 0,12
kAl KT &/

Interpretation: Der obige Limes liefert mit
dem Zeichen fiir Plus-Unendlich keine
Zahl. Es gibt an der Stelle O fiir die Funkti-
on f keinen Anstieg und somit auch kei-
ne Tangente. Die Funktion f ist an dieser

Stelle nicht differenzierbar.

Begriindung: Der Grenzwert des Diffe-

—O—”r]]_\/ﬁ fiir h

-0

renzenquotienten

ist nicht existent. Der Rechner bestatigt
uns dies:

I‘Fi T Fer Trsv]’ o™ Trs Trsv
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]
Fertig
1
od, k| k@ e
I )| G
. 1
B lim [—] w
haa+Ldh
B lim o0, hi unidet
[akcde]
mes(d(ﬂ,h),h,ﬂ)
HIN EOG EXRET FET _G/E0
[B 7.29]

Argumentation: Eine mogliche Gegenpo-
sition wére zum Beispiel: Die 1-Achse

konnte der Anschauung nach die Tangen-
te in 0 sein. Dieser Standpunkt ist dennoch
nicht haltbar, da auf der y-Achse keine

» Y -Gerade” als Funktion dargestellt wer-

den kann. Eine Funktion muss stets eine
eindeutige Zuordnung sein, was aber in
diesem Fall nicht zutreffend ist.

Einfacher und schneller konnte die Nicht-
differenzierbarkeit an der Stelle 0 nachge-
wiesen werden, wenn man die beiden
neuen Begriffe der links- und rechtsseiti-
gen Ableitungen verwenden wiirde.
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Satz

Eine Funktion f ist an der Stelle a ge-

nau dann differenzierbar, wenn sie in g
sowohl links- als auch rechtsseitig diffe-
renzierbar ist und die links- und rechts-
seitigen Ableitungen von f in a iiber-

einstimmen.

Losung 7.2 d)
Ist f an der Stelle O stetig?

Anschaulich betrachtet lasst sich der
Quadratwurzelgraf, beginnend im Koor-
dinatenursprung, ohne Absetzen mit ei-
nem Bleistift zusammenhangend zeichnen.
Wir kénnen daher vermuten: Die Funkti-
on f ist auf ihrem gesamten Definitions-

bereich und damit auch in 0 stetig.

Wir suchen nun nach einem Nachweis,
der von jeglicher Anschauung unabhin-
gig ist.

Erste Uberlegung: Kann man fiir diesen
Nachweis die WZF verwenden? Die WZF
ist nur dann anwendbar, wenn an der Stel-
le a eine Tangente existiert. Deshalb miis-
sen wir bei dem Stetigkeitsnachweis auf
diese Formel verzichten, da die Funktion
f in 0 nicht differenzierbar ist.

Zweite Uberlegung: Inwieweit kann der
Rechner fiir den Nachweis eingesetzt wer-
den? Ein Einsatz fiir den Rechner kame
nur dann in Frage, wenn die Eingaben zu
symbolischen Ausgaben fiihren, die dann
auch im Einklang mit entsprechenden De-
finitionen und Satzen zu exakten Ergeb-
nissen interpretiert werden kénnen.

Dritte Uberlegung: Welche Definitionen
oder Satze zur lokalen Stetigkeit ziehen
wir heran? Wir wiederholen die Definiti-
on: Eine Funktion f heifst stetig an einer

inneren Stelle ae D(f) per Definition
genau dann, wenn lim f (x) = f (a).
X—a

Vergleichen Sie auch mit der Ubung 7.4 a).

Unter Verwendung des Rechners entste-
hen mit folgender CAS-Applikation die
symbolischen Ausgaben:

HOME/
1 Fer Fiv o™ FE i

- E ngebr‘all:aln:- Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

W FEHHUT Fertig

®Definier fx)=[x Fertig

B lim fix) o
w30

B lim i) o]
ol

B lim fix) o
et

limes <Fix>.x.0.12>

FIHIN EOG EXAKT FET_&rs0

[B 7.30 a]

Voreilig wire die Interpretation: Die Ste-
tigkeit der Funktion f an der Stelle 0 liegt
vor. Man betrachte insbesondere die letz-
ten beiden Ein- und Ausgaben kritisch.

Wir wissen: Es gibt keinen linksseitigen
Grenzwert fiir x -0, da f nur fiir alle

xe R, definiert ist. Dagegen ist der

rechtsseitige Grenzwert lir{)l+ Jx =0.
x—>

Aus diesem Beispiel konnen wir exempla-
risch lernen:

10

Jede Rechnerausgabe ist vom Benutzer
kritisch zu hinterfragen. Die Interpreta-
tion einer Ausgabe fiihrt in dem Fall zu
einem nicht zuldssigen Ergebnis, wenn
Ein- und Ausgaben im Widerspruch zur

Theorie stehen (Grenzen eines CAS).

Zuriick zu dem Bild [B 7.30 a] und stellen
uns die Frage: Wieso zeigt der Rechner
diese Ausgaben, die zu widerspriichlichen
Ergebnissen fiihren kénnen, an?

Ubung 7.7
Was bedeutet die Aussage: Eine Funktion
f hatin ae R einen Grenzwert.
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Wir wissen die Grenzwertdefinition fiir
Funktionen setzt einen punktierten Um-
gebungsbegriff fiir die Stelle a voraus. Da
nach der Stetigkeitsdefinition a ebenfalls
zum Definitionsbereich gehoren muss,
muss die punktierte Umgebung von a4,
inklusive a im gesamten Definitionsbe-
reich, eingebettet sein. Die Stelle a ist im
Rechner allerdings nicht als Haufungs-
punkt symbolisch darstellbar. Diese
grundlegende Eigenschaft von Grenzwer-
ten wird im Rechner nicht addquat wider-
gespiegelt. Wir sind somit an eine Grenze
von CAS-Rechnern gestofSen. Es ist also
bei der Interpretation von symbolischen
Limesausgaben Vorsicht geboten.

Ergebnis: Die Funktion f istin 0 insofern

stetig, weil sie rechtsseitig stetig ist und
nur fiir xe R, definiert ist.

Ubung 7.8
a) Was versteht man unter links- und
rechtsseitiger Stetigkeit einer Funkti-
on f ander Stelle ae D(f)?

b) Ubernehmen Sie die folgende CAS-

Applikation.

HOME/

rfi T Fev TrsvT Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch

® HeuAufg Fertig
®Definier fUx) =[x Fertig

~1

3

Folgeif(x_lifrM, n, 1,6
Fehler: Keine reslle Zahl als Ergebnis

Folge f{x_lin>>.n.1,.6>

HMAlN EODG EXAKT FET 4:/%0

[B 7.30 b]

B Oefinier x_liln)= Fertig

Interpretieren Sie die letzte Ausgabe.
Welchen Schluss konnen Sie fiir die
vorletzte Auswertung aus Bild
[B 7.30 a] ziehen? Testen Sie mit einer
ahnlichen CAS-Applikation die letzte
Auswertung aus Bild [B 7.30 a].

1 Fev Far (Fad FE FE™
C) - E ngebr‘all:aln:- Andere [PrgEA|Lasch ]
= HeyAufg Fertig
® limf=|x >0 a
w30
mlz|x<m
Fehler: Keine reelle Zahl als Ergebhis
mlimfx|x<0 @
w3
mes(J(x),x,ﬂ)I}c(E
FHIN EOG ERAKT FET _u/50
[B 7.30 ]

Interpretieren Sie alle Ausgaben.
d) Testen Sie die Aussagen mit und
ohne Rechner:

1

() Fiiralle xe R: Jx =x2.
1

(I) Firalle xe R, : Jx=x2.

1
(Il) Fiiralle xe R_: J/x =x2.
Ziehen Sie eine Schlussfolgerung

zum sinnvollen Umgang mit dem
Rechner.

Als strategische Uberlegung halten wir
fest:

Eine Grundvoraussetzung fiir den
sinnvollen Umgang mit Rechnern: Nur
wer die mathematische Theorie tatsach-
lich beherrscht, kann den Rechner fir
sich personlich sinnvoll einsetzen und

anwenden.

Auftrag 7.3
Untersuchen Sie die Funktionen f und g

im Punkt (1/1) unter Verwendung von
Satz S 06 auf Differenzierbarkeit.

a) ()= x* for x<1
S fur x>1

b) g(x) = (x=1)-|x-1
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Losung 7.3

Zu Beginn fiihren wir eine anschauliche
Voruntersuchung an einer grafisch-
numerischen Applikation durch, um so
eine Vermutung aufstellen zu konnen.
AnschliefSend versuchen wir, diese Ver-
mutung unabhingig zur Anschauung zu
beweisen. Dazu ziehen wir den Satz S 06
heran.

Losung 7.3 a)
Y=Editor/

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 7.31]

WINDOW/

1| _Fer

- f—|Zoam ]
®Mmirn

HMAR=2.

wsol=.2

umin=-2.

umax=6.

yscl=1.

®res=2.

HMAlN EODG EXAKT FET

[B7.32]

GRAPH/SPur
|‘F1 Trzv]’rz T Yy TrsvTrsv‘l‘F? T B
- E Zoom |Spur Heulei [Math{Zchh|~ i s ]

1

#oil. ycil.
TTRIN EOG ERRET FET

[B 7.33]

Interpretation: Im Punkt (1/1) kdnnen wir
nichts Auffilliges sehen.

Folgerung: Es ist ratsam, einen vergrofser-
ten Bildausschnitt vorzunehmen, um den
Prozess fiir eine Linearisierung im ,Klei-
nen” einzuleiten.

GRAPH/Zoom/ZoomBox

I‘Fi Trzv]’rs T Y Trsv]’rsv‘lﬁ T B
- E Zoor|Spur HeuZe i [Math|Zchn] - f it n ]

_"_'_'_'_,_:—'-
2. Ecke?
®oil 2 | o
RN EOG ERAKT FET
[B 7.34]
GRAPH/SPur

I‘Fi Trzv]’rs T Y Trsv]’rsv‘lﬁ T B
- E Zoar|Spur HeuZe i [Math|Zchn] - f itz ]

®cil. @ ycil.@
HAIN EOG ERAKT FET
[B 7.35]

Interpretation: Im Punkt (1/1) sehen wir
einen Knickpunkt. Der Anstieg der zu-
sammengesetzten Funktion f andert sich

an dieser Stelle sprunghaft.
Vermutung: Die Funktion f ist im Punkt

(1/1) nicht differenzierbar, denn sie ist an
gleicher Stelle nicht lokal linearisierbar.
Wir entwerfen mit dem Rechner Teile des
Beweises.

HOME/

|‘F1 T Fer T Fiv T o™ T FE T FE™

- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]
= HeuAuf'g Fertig

xz,xil
x3,else
F(x+h|3l—f‘l:><) |h<EI

B Oefinier fx) ={ Fertig

Bfefinier d_lifx,h)=

Fertig

b 1iCx, hi=Cf {x+hi—f{x22-hlh<0
L1 E0S

[&] ERRET FET 5750

[B 7.36]

An der Stelle 1 berechnen wir den Funkti-
onswert des linksseitigen Differenzenquo-
tienten d _|i fiir h<O.
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I‘Fi T 5 TrsvT o ]’ FE T FE™
- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]

= HeyAufg Fertig

xz,xil
xs,else
F(x+h£—+‘(><)|h<|3

B fefinier F(x)={ Fertig

B Oefinier d_li(x, k)=

Fertig
m_ligl, k) h+ 2
d_li<1i.h>
HHIN EOG ERRET FET 4730
[B 7.37]

Wir erweitern unsere CAS-Applikation
um die Definition des rechtsseitigen Diffe-
renzenquotienten d _re fiir h>0.

rfi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch
l_x3,else-

" Definier d_ligx, b=t thI= 00 |, g

Fertig
md_1icl, k) h+2
"Definier d_re(x,hy=tttBI=FO0 45 g

Fertig
l'e(x,h)=({-‘(x+h)—{-‘(x))/hlh}EI
MAIW EDS EXRET FET E/Z0

[B 7.38]

Wir berechnen d _re an der Stelle 1.

rfi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch

fix + o — {0

" Definier d_lix, k) =—r e D o
Fertig

md_1ic1, k) b+ 2

"Definier d_re(x,hy=tttBI=FO0 45 g
Fertig

" d_rel, k) 2 +3 h+3

1*&(1,}1)

MAIW EDS EXRET FET B/%0

[B 7.39]

Interpretation: Fiir die Funktion f mit

)= {x2 fiir x<1

x* fiir x>1
gilt in einer Umgebung der Zahl 1:
d(Lh):{thz furh<0
h*+3-h+3 furh>0
Mittels Limesberechnungen untersuchen
wir die Funktion f an der Stelle 1 auf
links- und rechtsseitige Differenzierbar-
keit.

I‘Fi T Fer TrsvT T Trs Trsv

- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

mOefinier d_relx, h)=———"F——=[h @

Fertig

md_reil,h hZ+3 h+3

= lim(h+2) 2
h+0

w lim(hZ2+3 h+3) 3
b+

mes(h‘“2+3*h+3,h,ﬂ)

FIRIN B0G ERAKT FOLG 8730

[B 7.40]

Schlussfolgerung nach Satz S 06: Ihre
links- bzw. rechtsseitigen Ableitungen
betragen 2 und 3 und stimmen demzufol-
ge nicht miteinander iiberein. Die Funkti-
on f ist an der Stelle 1 daher nicht diffe-

renzierbar.

Losung 7.3 b)

Auch innerhalb einer
numerischen Applikation kann man der
Frage nach der lokalen Differenzierbarkeit
nachgehen, allerdings benutzt man hierbei

grafisch-

im Allgemeinen ein numerisches Ablei-
tungsverfahren. Dabei ist unbedingt zu
beachten, dass ein numerisches Ablei-
tungsverfahren in Einzelfillen auch zu
anderen Ergebnissen fiihren kann, wie es
mit dem in der Definition D 05 festgeleg-
ten Begriff fiir lokale Differenzierbarkeit
geregelt ist. Dennoch macht es in vielen
Féllen Sinn, einen derartigen numerischen
Test zur Bildung einer Vermutung durch-
zufiihren.

Y=Editor/

[‘Fi T 5 T E TF-T FEr T FET rF
- E Zoom[Bearb] < |Alles|feitti IT:’-E-::ZH-E s-sﬁ..ﬁ

FAIN EDG EXART FET

[B 7.41]
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WINDOW/

1 Fer
- E L0 ]
“min

P ERC

wscl=.25

gmin=-3.

Umax=3.

yscl=.5

HPEs=2.

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 7.42]

Wir rufen im GRAPH/Math/-Menii den
Befehl der numerischen Ableitung auf.

GRAPH/Math/Ableitungen/

e A b2

ESchnittPht

W A
fhlendeP kL
fAbstand
tTangente
=Bnﬁen1unge
Schraff
EINGEEEM/WERHEMDEN: 3T+ + [ENTERI=OF ODEF [ESCI=AEER

[B 7.43]

L Londm s L¥uT ]

Hinweis: Nach Eingabe der Stelle 1 er-
scheint dann nach [ENTER]-Druck unten
links die numerische Ausgabe: dy/dx =0.

GRAPH/Math/Ableitungen/ dy / dx

I‘Fi Trzv]’ FF ]’ Yy TrsvTrsv‘l‘F? T B
- E Zoom |Spur Heulei [Math{Zchh|+ il ]

/_/_,_f'—$

du/§;:;ff

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 7.44]

Interpretation: Yy =0
dx

(sprich: ,dy nach dx gleich null”).

Die numerische Ableitung der Funktion
g an der Stelle 1 betragt 0.

Vermutung: Die Funktion ¢ ist an der

Stelle 1 differenzierbar.

Wir entwerfen mit dem Rechner auf sym-
bolischer Ebene im Hauptbildschirm Teile
des Beweises.

Berechnung des linksseitigen Differenzen-
quotienten:

HOME/

|‘F1 T Fev T [ T (R T [ T FE™

- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]
= NeyAufg Fertig
B 0efinier gix)=(x- 11 |x-1| Fertig

" Definier d_ligx,hy=2Xt02900 1, g

Fertig
mo_liil, hd -k
d_li<1.h>
HHIN EOG ERAKT FET _4/50
[B 7.45]

Interpretation: An der Stelle 1 betrdgt
der linksseitige  Differenzenquotient

d_li: (<h).

Berechnung der linksseitigen Ableitung:

. g

" g (=—11lx-1]

®Definier d_lifx,h) =w [h<B
Fertig

"d_1i1, k) “h

" lim -h a

h+0

mes(‘h,h,ﬂ)

AN EDG EXAKT FET B/30

[B 7.46]

Interpretation: Die Funktion ¢ ist an der

Stelle 1 linksseitig differenzierbar. Die
linksseitige Ableitung betragt 0.
Berechnung des rechtsseitigen Differen-
zenquotienten:

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ o™ T FE T FE™
- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]

Fertig
md_ligl, k) “h
" lin -h a
ks
mDefinier d_re(x,hy=22t02900 45
Fertig
" d_rell, k) h
1*&(1,}1)
AN EOG EXAKT FET__B/'30
[B 7.47]
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Interpretation: An der Stelle 1 betréagt
der rechtsseitige  Differenzenquotient

d_re: h.
Berechnung der rechtsseitigen Ableitung;:

rfi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch

" lim -h o
h+0

" Definier d_rex,hy =222 |\ 5 g

Fertig

"d_reil,h) h

" linh o
h+0

mes(h,h,ﬂ)

AN EDG EXAKT FET 8/30

[B 7.48]

Interpretation: Die Funktion g ist an der

Stelle 1 rechtsseitig differenzierbar. Die
rechtsseitige Ableitung betréagt ebenfalls 0.
Schlussfolgerung nach Satz S 06: Die
Funktion ¢ ist an der Stelle 1 von beiden

Seiten her lokal differenzierbar. Ihre links-
und rechtsseitigen Ableitungen betragen
jeweils 0. Die Funktion g ist an der

Stelle 1 daher lokal differenzierbar.
Vergleichen Sie mit den Losungen 7.3 a),
b) und mit der Ubung 4.4.

Was stellen Sie fest?

Ubung 7.9

Sind alle Bildschirminterpretationen und
die zugehoérigen Schlussfolgerungen nach
Satz S 06 in den Losungen zu Auftrag 7.3
zuverldssig? Erstellen Sie ohne Rechner
alle notwendigen Beweise zu diesem Auf-
trag. Dokumentieren Sie ausfiihrlich.
Empfehlung: Orientieren konnen Sie sich
an den rechnergestiitzten Entwiirfen mit
den darin kommentierten Teilschritten
und den angefiigten Interpretationen.

Auftrag 7.4
Existiert zu der Funktion f mit

xz-sin(lj fur x=0
f(x):= X

0 fur x=0
an der Stelle 0 eine Grenzlage der Sekan-
tenfolge?

Losung 7.4
Die Fragestellung;

1)) Existiert zu der Funktion f an
der Stelle a eine Grenzlage der
Sekantenfolge?

ist gleichwertig mit:

(ID  Ist f in a differenzierbar?

(III) Hat f in a eine Tangente?

(IV) Gibt es in a4 zu f ein lineares

Taylorpolynom?

Wir befragen zur Erstellung einer Vermu-
tung unseren Rechner und legen dazu eine
CAS-Applikation an.

HOME/

[‘Fi T Fev TrsvT T Trs TrsvT ]
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

= NeyAufg Fertig
xz-Sin[%],x 0

O,else Fertig

B fefinier fUx) ={

. Cxd=whentx#Fl, x*2%8in{1. x>, 0.

FAIN EDG EXART FET 2/20

[B 7.49]

Wir setzen auf die Funktion f den Taylor-

Befehl an, um die Existenz nach einem
linearen Taylorpolynom in der Entwick-
lungsstelle 0 zu klaren.

AL sebra|ooTc [Andore [ProEalLioeh] |
= HeyAufg Fertig
{xz-Sin[i],x 20
=Oefinier f(:0=|g .0 "
B Taglorif{x),=, 1,0
x-when[x 0, E-Sin[%]-x = Ens[%]]

.ylur(f Cx2ax,.1,.02

IN EODG ERAKT FET 5750

[B 7.50]

Fertig

Interpretation: Die Ausgabe ist ein Pro-
dukt, bestehend aus dem Symbol x und
einem ,when”-Ausdruck, der unausge-
wertet bleibt.

Wir dndern deshalb die CAS-Applikation
ab, indem wir von der Definition des Dif-
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ferenzenquotienten d zur Funktion f an
der Stelle a ausgehen und den zugehori-
gen Differenzialquotienten fiir h—0
bestimmen.

rfi T Fev Trsz Fiw Trs TrsvT ]

- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch

" Taglor(fi=l, x, 1, @)
x-uhen[x#D,E-Sin[%]-x—EDE[%]]

F(a+h£l—+“(a)|h#ﬂ

B Oefinier dia, h)=

Fertig
B lim A0, R o
b+
mes(d(ﬂ,h),h,ﬂ)
MAIW EDS EXRET FET E/Z0
[B 7.51]

Interpretation: Die Tangente an der Stelle
0 existiert mit der x -Achse selbst.

Wir fragen uns: Steht die Interpretation
im Einklang zur Mathematik?

Wir stellen folgenden Losungsplan auf.

1. Bilden einer Folge von Sekantenan-
stiegen mit dem festen Punkt
P,(a, f(a)) und dem Schrittpunkt

P(a+h, f(a+h))) mit h #0. Da-
bei setzen wir voraus, dass (h,) eine

beliebige Nullfolge fiir N — oo ist.
2. Grenziibergang n — oo fiir die Folge
von Sekantenanstiegen.

Bilden einer Folge von Sekantenanstie-
gen: Die Sekanten verlaufen in unserem
Fall durch die Punkte B,(0, f(0)) und den

Schrittpunkt:
F@+h, f(a+h))
=R, f(h)

mit ne N und a=0.

Folge der Sekantenanstiege:

[f(mh:f(o)jm;to

fiir jedes ne N

Einsetzen und umformen:

(i)

h,

o]

Grenziibergang N — oo fiir die Folge von
Sekantenanstiegen:

(i)

Wir leiten die Frage ab: Ist die Folge von
Sekantenanstiegen

et

fiir unbeschrankt wachsende n-Werte
konvergent?

Erste Uberlegung: Konnen die Grenz-
wertsitze fiir Folgen herangezogen wer-
den?

(f(hn)—f(O)]
h,

N—oco

Antwort: Nein, denn Iim{sin(%n exis-

tiert nicht.
Zweite Uberlegung: Hat die Teilfolge

()

besondere Eigenschaften, die fiir die Kon-
vergenz von

et

relevant sein konnten?
Antwort: Zum Beispiel ist die Folge

sn| —
h,
beschrankt. Eine Schranke ist zum Beispiel
die Zahl 2 :
| ( 1 \)
sn| —
h,

Fiir alle ne N : <2
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Behauptung: li m(hn Sln(%D =0

Beweis: Nach Aufspaltung in zwei absolu-
te Betragsterme fithren wir mithilfe der
Schranke 2 eine vorsichtige Betragsab-
schatzung durch.

.1
h, sm(hn
_thtlsnl L
= S”(hn
<|h|-2

Weil (h,) eine Nullfolge ist, gibt es bereits

0<

zujedem £ >0 ein nye N, sodass fiir alle
nzn, gilt |hn| <¢&. Dann gibt es sicher

auch ein n e N mit n >n,, sodass fiir
alle n2n, gilt:

it

Wir schlussfolgern: Zu jedem £ >0 gibt

0< <|h|-2<e.

es eine Nummer N e N, sodass fiir alle

ne N mit n>n, gilt:
1
h,-sin (—)
h,
Diese Aussage ist dquivalent zu

i

Die Interpretation steht im FEinklang zur
Mathematik.

<€.

Ubung 7.10
Stellen Sie die Funktion f aus Auftrag 7.4

im Fenster

Xin=—0.0601100548 97

X =7 0.0592317994 92

Y.in=—0.0057670126 8743

Yo =+ 0.0057670126 8743
grafisch dar.

Versuchen Sie mithilfe der Optionen

a) GRAPH/Math/Ableitungen/ dy / dx

b) GRAPH/Math/Tangente

im Punkt P(0,0) die Tangente zu finden.
Was stellen Sie fest? Welche Erkenntnis
gilt in diesem Zusammenhang als ge-
sichert?

Beachten Sie die Bemerkungen zum nu-
merischen Ableiten aus Losung 7.3 b).

Ubung 7.11
Untersuchen Sie die Funktion f an der

Stelle 2 auf Differenzierbarkeit.

1 x+1 fir x<2
f(x):=
— fir x>2
X
Ubung 7.12
Stellen Sie im MODE-Menti den symboli-
schen Ausgabemodus ein. Definieren Sie
im Rechner eine Funktion namens anstieg,
mit der man zu einer gegebenen Funktion
f den symbolischen Anstieg an der Stelle

a bestimmen kann. Vervollstindigen Sie
mithilfe dieser Anstiegsfunktion die fol-
genden Tabellen.

A f(x)=x
Stellea |-6 -4 0 5
anstieg(a)
1
b f(X)=——
) ==

Stelle 2 |-0.5 -0.2 0.8 1

anstieg(a)

) f (X):=sn(x)

Stellea |0 zl6 |7#l3 |«

anstieg(a)
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INFO Lokales Ableiten einer Funktion
Erganzen Sie Ihre CAS-Applikation pas-
send zur Ubung 7.12, wie folgt:

HOME/Calc/
1 Fer Fav Fiv FE i
ngebr‘a Calc PPgEH Lasch
l:de differenziere
B Oefinier {1 351_ lr‘ll:E'gr‘lE'r‘E' Fertig
®anstieal® | 3i3¢ Simme 1
) T EEEﬁ_PrEDdukt Iz
u ah5t1eg[g] &i FM;E( =
. T S:Boglhgt
u an5tleg[?] S:Taglor. 142
oo | SRR 1
mspnstiegln inumln -
a.nstieg(n.r
EINGEEEM,VERHEMDEN: £3T4 + [ENTERI=OF OOER [ESCI=AEER

[B 7.52]

HOME/Calc/d(differenziere

I‘Fi T 5 TrsvT o ]’ FE T FE™
- E AlgebrafCalc|Andere|PrgER L-Eusn:hT ]
likde!

B Oefinier flx)=5in:=) Fertig
= gpstiegl@) 1
u ahstieg[%] %
u an5tieg[%] 142
B ghstiegim) -1
d<]

MAIN EOG ERRET FET _B/30

[B 7.53]

Hinweis: Dieser spezielle Funktionsname
d mit 6ffnender Klammer kann alternativ
zur beschriebenen Meniiwahl auch durch
die Tastenfolge editiert werden.
Die Syntax dieses Ableitungsbefehls orien-
tiert sich im Wesentlichen an der bekann-
ten Lehrbuchschreibweise

df

dx
die zwei Argumente aufweist. Das erste
Argument ist ein variabler Term, gefolgt
von einem Komma.

|’F1 T Fer T Far T Fhw T FE T FE™ T ]
- E Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch
Fi

B Oefinier flx)=5Sin:) Fertig
B gpstieglE) 1

. T 3
L] anstleg[g] =
u anstieg[%] 12
® ghstiegim) -1
dCf G |
HMAIN EOG ERAKT FET B/30
[B 7.54]

Das zweite notwendige Argument ist jene
Variable nach der abgeleitet (differenziert)
wird. In der Lehrbuchschreibweise steht
die Ableitungsvariable stets unterhalb des
Bruchstrichs und folgt dem speziellen d-
Zeichen. Die Belegung des Ableitungsbe-
fehls wird mit einer runden Klammer ge-

schlossen.

[‘Fi T Fev T Fav T T T FE T FE™ T ]

- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch

W shsti1eqll) 1
. n 3

u anstleg[g] =

u anstieg[%] 12

= ghstiegim) -1

2

L] dx(f“(xjj Cosix)

dCE el D

MAIN EOG ERAKT FET 8730

[B 7.55]

Interpretation: Der Ableitungsbefehl lie-
fert zum Term f(x):=sin(x) und der Ab-

leitungsvariable x den Ableitungsterm
cos(x).

Frage: Welche Bedeutung hat der Ablei-
tungsterm cos(x) an der Stelle a?

AL sebra|ooTc [Andore [ProEalLioeh] |
LR AT 18] -1
s pa) Cos(x)
= %EF(K)) |x=a Cosia)
 ghstiegial Cosr &)
L] [%H‘(x)) | == a] = anstieala) wahr
(@ (x>, x> x=ard=anstiegla’

HIRIN E0G ERAKT FET 1ers0

[B 7.56]

Interpretation der dritten Ausgabe von
unten: Der Ableitungsterm cos(x) liefert

an der Stelle a die Zahl cos(a).

Interpretation der vorletzten und letzten
Ausgabe: Die gleiche Zahl cos(a) wird

auch von der Funktion, namens anstieg,

ausgegeben, wenn man als Argument die
Stelle a wabhlt.
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Im Allgemeinen gilt:

Die Ableitungsfunktion f~ ordnet jedem
Argument a aus dem Inneren des Defini-
tionsbereiches der Funktion f im Falle
der lokalen Differenzierbarkeit an glei-
cher Stelle den lokalen Anstieg der Funk-
tion f zu.

Frage: Welche operativen Handlungen
verbindet man mit der Ausdrucksweise:
,Eine Funktion wird an einer Stelle lokal
abgeleitet (differenziert).”?
Zunidchst betrachten wir die gangigen No-
tationen an einem Beispiel.

Funktion f mit f(x):=sin(x)

Lehrbuch: | Rechner: Lehrbuch:
daf a(f(x), x)| xX=a f'(a)
dx

xX=a

X=a

d
)

Ableiten

Spezielle Funktionswertberechnung an der
Stelle a:

(F )., )=Ff(a)

= (sin(a)) = cos(a)

Unter dem lokalen Ableiten (lokales Diffe-
renzieren) einer an der Stelle a lokal diffe-
renzierbaren Funktion f versteht man die

Funktionswertberechnung von f’(a). Die
Funktion f" mit
soon d .
f() == ()= lim

heifit Ableitungsfunktion zur Funktion f .

flxt+h) = f(x)
h

Ubung 7.13
Gegeben ist eine CAS-Applikation mit drei
symbolisch definierten Funktionen f,, f,

und f,, deren Funktionsterme symbolisch

im Rechner definiert sind.

HOME/

I‘Fi T Fer T Fiv T o™ T FE T FE™

- E AlgebralCalc|Andere [PraEA L-Eusc,hT ]
= HeuAuf'g Fertig
=Definier flo={ 5 % 2202 Fertia
B Oefinier F20x)=Tarn =) Fertig
=Definier £3(t)=2-t%|a= 9'8;”

Fertig

- FI3Ctr=g2%t"21 9= .81 ¥mn 52
HHIN EDG ERRKT FET 4/%0

[B 7.57]

a) Beschreiben (grafisch, tabellarisch,
verbal) und interpretieren Sie die
Ableitungsfunktionen der drei reel-
len Funktionen f,, f, und f;.

b) An welchen Stellen sind die reellen
Funktionen f,, f, und f, nicht lokal

linearisierbar bzw. nicht linear ap-
proximierbar? Begriinden Sie.

Ubung 7.14
Gegeben ist der Funktionsterm:

NG fir x<1
f(x):=
m-x+c¢ fur x>1

a) Fir welche reellen Zahlen ¢ und m
ist die Funktion f an der Stelle 1

differenzierbar?

b) Stellen Sie die Funktion f mit den

entsprechenden Belegungen fiir ¢
und m in einem rechtwinkligen Ko-
ordinatensystem grafisch dar. Zeich-
nen Sie in das gleiche Fenster die
zugehorige Ableitungsfunktion f

und interpretieren Sie in einer Um-
gebung der Zahl 1 beide Grafen an
jeweils gleicher Stelle.

c) Ist die Ableitungsfunktion f* an der

Stelle 1 stetig (differenzierbar)? Be-
griinden Sie.

d) Bestimmen Sie mithilfe eines linea-
ren Ersatzterms an der Stelle 1 einen
Néaherungswert fiir 0.9.
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Ubung 7.15
An welcher Stelle hat die Funktion f mit
X+1
f(X)=——
() ==

den Anstieg (-1)?
Antworten: 2—+/3 und 2+4/3.

Ubung 7.16
Welche Anstiege hat die Funktion f mit

f(x) :=|X—10| an den Stellen 0, 10 und

20? Testen Sie zu Beginn mit Threm Rech-
ner die Funktion anstieg an den drei ge-
nannten Stellen aus. Begriinden Sie an-
schliefend Ihre Rechnerergebnisse aus-
fiihrlich.

Antworten: -1, nicht definiert, 1.

Ubung 7.17

Haben zwei in a differenzierbare Funkti-
onen eine gemeinsame Tangente, so sagt
man, dass sich die beiden Funktionen an
dieser Stelle a beriihren. In der mathema-
tischen Fachsprache bedeutet das, es gibt
fiir beide Funktionen in einer Umgebung
von 4 genau einen gemeinsamen Punkt.
Man sagt auch die Grafen beider Funktio-
nen schneiden sich in genau einem Punkt.

a) Zeigen Sie, dass sich die Funktionen
f, ¢ und h mit f(x)=x,
g(x) =x° und h(x):=—x" in einem
Punkt bertihren.

b) Gegeben sind die Funktionen f und

g mit f(x)::1|x>0
X

und g(x)::1|x<0.
X

Verschieben Sie den Grafen von ¢

parallel zu den beiden Koordinaten-
achsen um zwei Einheiten nach
rechts und um zwei Einheiten nach
oben. Zeigen Sie, dass der Graf der
auf diese Weise neu konstruierten
Funktion (dann allerdings fiir x <2)

den Grafen von f bertihrt. Geben

Sie die Koordinaten des Beriihrpunk-
tes an.

c) Bestimmen Sie drei quadratische
Funktionen, die sich im Punkt P(1,1)

berihren.

Ubung 7.18

Bestimmen Sie mithilfe der Definitionen
des Differenzenquotienten und des Diffe-
renzialquotienten im symbolischen Aus-
gabemodus die 1. Ableitungen der Funkti-

onenf und g mit f(x):=e¢" und
¢(x) =In(x) jeweils an der Stelle x, € R.

’ X ’ 1
Antworten: f'(x,)=¢€", §'(x,)=—.
0

Auftrag 7.5

Gesucht wird eine Tangente, die sowohl
die Funktion f mit f(X):=e€" als auch die
Funktion ¢ mit g(x):=In(x) in jeweils

einer Beriihrstelle approximiert.

Losung 7.5

Voriiberlegung: Wir zeigen hier vorerst
nur das Grafikfenster, indem die beiden
Funktionsgrafen von f und g als auch

eine Gerade ausschnittsweise zu sehen
sind.

GRAPH/

FAIN EDG EXART FET

[B 7.58]

Hieraus erkennt man im Sinne einer Ver-
mutung, dass die Gerade die beiden Funk-
tionen f und g im ersten Quadranten

augenscheinlich beriihrt und damit ge-

© Schumann's Verlagshaus 61



Die beste aller Geraden

meinsame Tangente ist. Weiter ist aus dem

Bild zu erkennen: X € D(g), X, e D(f)
und X < X,.

Angenommen es gibt eine solche Tangen-
te 7, dann existieren zwei Beriihrstellen

x€D(g), XeD(f) und genau eine
Steigung Mme R mit der Eigenschaft:

H( %) M- 06 =%)+9(x)=T(%) (1)
mit m:=g'(x) = 1'(x)

Ubung 7.19
Begriinden Sie den Ansatz (1).

Wir ermitteln nun derartige Zahlen X, X,
und M. Aus dem Ansatz

g (x)=f(x) (2)
folgt schliefslich fiir X, # O:

w1 (x)J
et=—ox=¢e" (3)
=

Vergleichen Sie auch mit der Ubung 7.18.
Wegen (2) und (3) definieren wir:

m:= " (4)

x, =g )

Dann ergibt sich mit m und x, aus (1)

zunachst

€% - (% —x%) +In(x) =€

g% - (x,—€7?) +In(e?) =¢* (6)
€%-x,—1-x, =€

€%-x,—€%-1-x,=0
e (%, -D=1+x

und schliefilich folgt die Gleichung
e* _%td X, #1. (7)
X =1

Eine geschlossene analytische Losung fiir
Gleichung (7) in X,e R gibt es nicht. Wir
versuchen deshalb, eine approximative
Losung zu finden.

HOME/

1 Fev Far (Fad FE FE™
- E ngebr‘all:aln:- Andere [PraEA L-Eusc,hT ]
= HeuAuf'g Fertig

=+ 1 _ o “+ 1 o
i =1
lLase[zti =¥, u

®=1.54340463842 or x = -1.54340453242

LoseC{x+1 2/ Cx—1=e"x X2
FHIN EOG EXAKT FET 330
[B 7.59]

Interpretation: Formale numerische Lo-
sungen sind:

X,, :=—1.54340463842 und
X, , = +1.54340463842 .

Fiir uns reicht nach der Vortiiberlegung die
positive approximative Losung X, , vollig

aus. Aus (4) und (5) ergeben sich dann
zwangslaufig:

—mwm
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch
W o=g w—1 ¢ *¥

#=1.54340463842 or == -1.54340453842

B Oefinier =2 =1.5434045384182 Fertig
B Oefinier m=exz Fertig
B Oefinier =1 =e'x2 Fertig
LA 4. 6E0498357922
el 21365245239
MAIN BOG ERAKT FET _B/%0

[B 7.60]

Interpretation:

m:=€e% =4.68049857988 4)
x, =€7 =0.21365245239 (5
Um den numerischen Tangententerm
schliefslich berechnen und grafisch veran-

schaulichen zu konnen, legen wir zu-
néchst eine CAS-Applikation an.

[‘Fi T Fev T Fav T T T FE T FE™ T ]
- E Al gebra|Calc|Andere|[PraEA|Lasch
LIS} 21365245239

" hefinier flxy=s% Fertig
B Oefinier gix=)=1nx) Fertig
B 0efinier ti{x)=m-[x—-x1]+al=1d Fertig
LR 284 4. 6B049B5FIEE - x — 2. 5434045354 2
BCx S ullx 2 oglxh e a20x) 8 Lk e u30)
Fertig

A O Sy e 2 (e SO )y Cned

FAIN EDG EXART FET 13/30

[B 7.61]
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Interpretation: Die Tangente 7 hat den
approximierten Term: 4.6805-x —2.5434 .

Y=Editor/

rfi T rsz E TE-. T FEr T FE™ T
- E Zoom[Bearh] < |Alles|feitti lT:'-s-::%'t-s s-sr..n

SFLOTE

ul Caex=Ff x>

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 7.62]

WINDOW/

1| _Fer
- f—|Zoam ]
®Mmirn

HMAR= 5.

wscl=1.

umin=-3.

UMax="7.

yscl=4.

wres=1.

HMAlN EODG EXAKT FET

[B 7.63]

GRAPH/

I‘Fi Trzv]’ FF ]’ Yy TrsvTrsv‘l‘F? T B
- E Zoom |Spur Heulei [Math{Zchh|~ il ]

HMAIN EDG EXRKT FET

[B 7.64]

Zum Abschluss unserer Abhandlung wol-
len wir uns mit einer weit verbreiteten
Vorstellung tiber Tangenten kritisch aus-
einander setzen.

Ubung 7.20

Diskutieren Sie kritisch die Ansicht, dass
eine Tangente nach Definition D 08 im
Falle der lokalen Differenzierbarkeit an
der Stelle a in einer Umgebung von a
genau einen gemeinsamen Punkt mit dem
jeweiligen Funktionsgrafen hat. Betrachten
Sie dabei die Ergebnisse der Auftrdage 7.4
und 7.5, sowie die Ergebnisse aus Ubung
7.10.
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Anhang
Definitionen und Satze
auf einen Blick

Definition D01

Definition D 05

f (X) sei der Term der Ausgangsfunktion
f, t(X) ein Ersatzterm und s sei eine

nicht negative reelle Zahl. Ein Ersatzterm
t(X) liefert an der Stelle a fiir die appro-

ximative Berechnung des Funktionswer-
tes f(a) einen guten Ndherungswert per
Definition genau dann, wenn
| f(a) —t(a)| <S. Ansonsten einen schlech-

ten Naherungswert.

Definition D02

f sei eine Funktion und h eine reelle

Zahl mit h#0. Es gelte weiterhin:
ae D(f) und a+he D(f). Die Funkti-

on f ist an der Stelle a lokal differen-

zierbar per Definition genau dann, wenn

f(a+h)—f(a)

der Grenzwert lim exis-

h—0

tiert.

Definition D 06

Unter dem Anstiegswinkel ¢ einer Ge-
raden ¢ im kartesischen  x-y-

Koordinatensystem versteht man jenen
Winkel, den die Gerade ¢ mit der positi-

ven Richtung der x -Achse bildet.

Definition D 03

f sei eine Funktion und in einer Umge-
bung von a definiert. Die Funktion f ist

an der Stelle a linksseitig bzw. rechtssei-
tig differenzierbar per Definition genau

dann, wenn der Grenzwert
lim fa+h)-rf(a) bzw.
h—0 h

h<0
Ihim fa+h)-f(a) existiert.

—0

h>0

Definition D 07

h sei eine von Null verschiedene reelle
Zahl. f sei eine Funktion und mindes-

tens im Intervall [:=[x,, x,+h] defi-
niert. Die Punkte P, und P, mit
Py(xy, f(%,)) und P,(x,+h, f(x,+h))
liegen auf dem Grafen von f . Die Gerade
s(P,, P,) bezeichnen wir dann als Se-

kante von f im Intervall I.

Definition D 04

f sei eine Funktion und an der Stelle a
differenzierbar. Die Funktion f hat an
der Stelle a den Anstieg m(a) mit
f(a+h)—f(a)

h

m(a) = |hl m

Definition D08

f sei eine Funktion. Die Punkte P,, P,

liegen auf dem Grafen der Funktion f.
Die Funktion f sei mindestens im Inter-
vall | :=[X,,%, +h] definiert. Die Funkti-
on d heifst Differenzenquotient per Defi-

nition genau dann, wenn:
f(x,+h)—f
d(x,,h) = (% r)1 ()

mit h#0.

f sei eine Funktion und an der Stelle a

differenzierbar. Eine Gerade heifst Tan-
gente der Funktion f an der Stelle a

per Definition genau dann, wenn die
Gerade durch den Punkt P(a, f(a))

verlauft und den Anstieg

f(a+h)—f(a) hat
0 .

m(a) = |hl m
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Die beste aller Geraden

Satz S01

Satz S 06

Wenn t(x) mit a als Entwicklungsstelle
ein Taylorpolynom des Ausgangsterms
f(x) ist, dann gilt in einer Umgebung
von a: f(a)=t(a) und
Ixi£2|f(x)—t(x)|=0.

Satz S 02

f sei eine Funktion in x und a sei eine
Stelle aus dem Inneren des Definitions-
bereiches von f .

[(x,m,a) =m-(x—2a)+ f(a) sei ein line-
arer Term in x mit Anstieg m und es
gelte: |(x,ma)e L. In der Menge L, ist
ein lineares Taylorpolynom zur Funkti-
on f in der Entwicklungsstelle a als

Element genau dann enthalten, wenn es
eine reelle Zahl ¢ derart gibt, sodass

gilt: |im(Mj =0.
x-a X—a

(Minimalitatseigenschaft)

Satz S 03

Die Funktion f sei mit
f(X,m,n):=m-X+n eine lineare Funk-
tion in x. Dabei sind die Werte m und
n bekannt. Der Graf von f sei die Ge-

rade g im  kartesischen X-y-

Koordinatensystem. Fiir den Anstiegs-
winkel o der Geraden ¢ gilt dann:

tan(e) = m.

Satz S04

Wenn eine Funktion f an der Stelle a

differenzierbar ist, dann ist die Funktion
f an der Stelle a sowohl links- als auch

rechtsseitig differenzierbar.

Satz S 05

Jede in a differenzierbare Funktion f

ist an gleicher Stelle auch stetig.

Eine Funktion f ist an der Stelle a ge-

nau dann differenzierbar, wenn sie in a
sowohl links- als auch rechtsseitig diffe-
renzierbar ist und die links- und rechts-
seitigen Ableitungen von f in a {iiber-

einstimmen.
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