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sin(31.5 )
GK

H
° = ���

4�������#/�'��*�� � ������'�

���'������*� 6.5 / sin(31.5 )= °H cm ���
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G0H��

2 2 3
3 1

2 12 216 2

x x
x

π π π⋅ ⋅− + − + �

� �

G00H��

2(6 ) 3 (6 ) 1

144 12 2

x xπ π− ⋅ − ⋅ ⋅ −+ + �

�
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�	�'����� �!�� sin( )b � ������� "�������
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1sin( ) ( )b y b− �	����
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2sin( ) ( )b y b− ��

�

�
K,����:L�

�

+�� (��� 2 ( )y x � ������ ��� ��� %���� � �

����'��	��������������(��� 1( )y x ��

����0.000003 0.022481< ��
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sin(31.5°) ����������(���''"�8�

G0H� 3 (6 ) 1
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x π⋅ ⋅ − + �

G00H� 2( ) 0.5
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���'	���4/��	�'��	�"�������
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sin(31.5 )° ��	���������/���������	�����
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��� (��� sin( )x � ��� �"�/�'�'���� ���

I����"��� x � ����*�$�*���*��
���� 1� ���
���5�������	�'������ 6π ��	��

3 23(6 ) (6 ) 3(6 ) 1

2592 144 12 2

x x xπ π π− − − −− + +

�

I�'������ ���� ����� �*�$�*�� ���� ���

B����� �	���	����'� ����� �*� ����������

���� '������� %	�������� 4	� ����

�	'�*�����������'��������(��8�
33(6 )

2592

x π− −
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�
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�H� >����	���� %��� ����� �	�����	�'�
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�H� I�������	������ %�� ���  ����� ���
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���� ����� ��� "����� "'*���� Q�%�
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�*����� %	������� �	�� ��� �	����
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"������ ���� �&&�*)������� ��� �"�*�	�

��� ����� �	�� ��� (���� 1( )y x � 	���

2 ( )y x �������%����� ���

�

�
K,�:�-L�

�

���������	������ +�� �"�*�	�� ����� �!��

���5��������� 2 ( )y x � ������%���� � �"�

��/'��
99.88 10−⋅ ���
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�

�
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���(���� 1( )y x �	��� 3( )y x �������%����

� ��

�

�
K,�:�FL�

���������	������ +�� �"�*�	�� ����� �!��

���5��������� 3( )y x � ������%���� � � "�

��/'��
132.2 10−⋅ ���

�

�� ��������+��5�������������	�������

,������� 3( )y x � �"'�&������ �	����

������ �*�� ����� "�����'�� 5����������

��� '��	���� 4/��	�'����� �!��

sin(31.5 )° ��
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���������	������ +�� "���� (�$�*�'�����

�*�� 2 ( )y x �	��� 3( )y x �@�����'�A���������

����>�'"	�'����B���� � �π � ��� 	����

����������� 0�������"����� ��� ��� 
���

������%��	�����������*"�����
�������

(�$�*�&*�$�*��� 3( )y x ��������?���	�'�.�

G���������'	���H�������&�������/��

'�� 0�������"���� ���� ���� ��� 
���� ���

(�$�*�&*�$�*��� 2 ( )y x �������?���	�'�1��

�!������� I�������	����	�'�� ���"��

���� �	��� ��� ��"��������� �	����	�'�
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�
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/ 6 0.5236π ≈ � G������ ��'	���H� �����

��� ��� ���� ��� "���� 5���������

2 ( )y x �	��� 3( )y x �����������%��	������

G�	�'��'����H� �	������� "����� !"��

����+��'�������(�����������������

'	���4/��	�'�9�.��

0�� 	������"���� >�'"	�'� �*��

/ 6 0.5236π ≈ � ������� ��� �	��������

�������5����������������'	���4/��

�	�'������������	�'��'������!"�����
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����� "�*����� %���� � �π � ��������

���*� ��������� �/���� ��� �	����������
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����#���� $�%���&����� $������ �

��� (��� sin( )x �

��� (�������"�� x �
��� �7������
���� 3 �
��� 5�������	�'������ / 6π �

�

$������ ������

�	�'��'����8�sin( )x �

5��	'��������*����	� sin( )x ����(�$�*��

&*�$�*���7��������������
�����������

�����������%���� / 6π ��

�

�?�5J�

�
K,�:��<L�

�

���������	������ +��  ����� ������ ���

(�$�*�&*�$�*���������
����8�
3 23(6 ) (6 ) 3(6 ) 1

2592 144 12 2

x x xπ π π− − − −− + + ��

�

�!�"� (�$�*��	�������	�'��'�����

�����������(�$�*�"������7�����	����

�������� �	�'��'������ (�$�*�&*�$�

�*����	'��������

�

$������ ������

�	�'��'����8� 12

4
( )

1

x
y x

x
→

+
�

5��	'������� �*��� �	� 1( )y x � ���(�$�*��

&*�$�*�� �7������� ������ 
������ ���

�������������%����9��
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�
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���������	������ +��  ����� ������ ���

(�$�*�&*�$�*�������
����8� � �⋅ ��

�

��	�������	��'�"����� ���������(�$�

�*�&*�$�*��������
������	�3�

���'����� ,�������� %�� ��� %$������

��� %��	�'������ ����� �*�'�� ���� ����
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$������ ���(��

�	�'��'����8�
2

1ln( ) ( )x y x→ �

5��	'������� �*��� �	� 1( )y x � ���(�$�*��

&*�$�*�� �7������� ������ 
������ ���

�������������%�������

�

�?�5J�

�
K,�:��=L�

�
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�

�04+?�J�

�
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���������	������+���(�$�*�&*�$�*��
�
� �� � �

������ 
����� �����'�� ����� ��� ����

>�'"	�'����B������ ������
��������

(����
�
� �� � �����

>���� ��� ,���'	�'�� ����� ��� 5�������

�	�'������ 	��� ���� ��'	���� ���� "��

������� ��'��� "����������� ��� 
���

��� ��� (�$�*�&*�$�*�� �	�'�	��� �����

�������'����� I���	��� *��� ���� ���

�����'&���"����

�

�!�"� (�$�*��	�������7�����?���	�'�

+��� ������ ��'	���� ��� (�$�*��	����*��

�������B�����!������7�����?���	�'��+���

�	'����� (�$�*�&*�$�*�� ���� �����

�7�����������B��������
�����

�

$������ ���)��

�	�'��'����8� 1cos( ) ( )x y x→ �

B��8� 5��	'�� ����� �*��� �	� 1( )y x � ���


���� ���� (�$�*�&*�$�*��� �7�������

�!����� G������� �������� �����H�
������

+��5�������	�'����������D����� / 2π ��
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 ���J�

�
K,�:�:.L�
�

���������	������ 5�� ������� ������� �	��

���� ��������� �������'&���"����

+��
�	�����������������������������'�����

���>�������� ����� ���
���� �*�� cos( )x �

�	��5�������	�'�&	���� ( )/ 2,0π � &	����

�$��������� �����+����"� �7���� �	�� �*�

�$�*���������
�����.��1�	���������*�

�����&&�*)�����*����!�����

R"�����
 ���J%&	���	����*���/���������

���������������������"�����	��������

"�� �	�'��'����� 	��� ����� 5�������

�	�'������'���8� C��7������
�������'�

�������(�$�*�&*�$�*��� ��������*�"�����

�������>�'"	�'����5�������	�'�������

��� ���� �	�'�	��� ��� ������		�'� ����

@�������'"����A� "������� �!����

0�� ���� �*����� >�'"	�'� ������ ����

D����'	����������	����*������ ���

'	���4/��	�'� !"�� ���� (�$�*�&*�$�*��

"������������7�����

�

�
��������

(����%���������
 ���J%&	���	����*��

��� B	��������'� �������� 
���� ���

���(�$�*�&*�$�*���	�������������'�

"����� �	��� ,�	���� %�� ���	� D�� '���

�������	��������&&������*������ �	�,����

K,�:�:.L��!�����

�

�!�"� (�$�*��	������5�������	�'������

+��� ����� ��'	���� ��� (�$�*��	����*��

���� ��� 5�������	�'������� +�� �*�'���

R"	�'� �*��� )�&�������� ��'���������

5����	��� ��� 5�������	�'������ �	�� ���


!�� ��� ���/��	�'� �*�� (�������

��"���������

�
��������

5�� �*��� !"�� ��� ����'�� (�$�*�&*�$�*��

������� 
����� ��� '	�� ���/��	�'� ���

��� ���� �*�� sin(10 )° �� sin(15 )° � 	���

sin(20 )° ���*�'���B	���	��������������

"����(�$�*�"���8�

.)2/,3,),(sin(

und)0,3,),(sin(

πxxTaylor

xxTaylor
�

������ ��� "���� ,���� ��	'�� ����

@"���A�(�$�*�&*�$�*�3���'	�������

%�� ������� ���� '�'���� '��������

�	���������&&������*���

����*��8�Taylor(sin( ), ,3,0)x x ��

�

5�� '���� ��� ���'���� B	��������'8�

+��
!�����4/��	�'������	��(�$�*��

&*�$�*��������	�����	����	������������

���5�������	�'������G��������'	���H�

"����	�����C��/������,����	�'������

G��'	���H� ��� ��� 5�������	�'������

��'��� ���*� @�������A� ������ ���� ����

����(�$�*�&*�$�*�������?���	�'����

@'	�A� 4/��	�'� ��� ���&�������

�	����*������� +�� "��� ���/��	�'�

��� �	����*������ ��'�� ����� �*�������

��� ,����	�'������ ���� ��� 5�������

�	�'�������	�������!"�����������5���

���&������ ����$������ �*��	���	�'�

�!�� ����� B	��������'� ������ ���� ���

����*�'����%�����

�

*�	���%� �*�+��

,���� � �� � �#��� � �	 ��-��'��. �������  ��

���� /	0 ���� 0��#� ���� ����	������#��

� �� � � ���1� �	��� �� �� ��� ������ 2#��
����

3��� � �� ( ) ( )f a t a= � ����

lim ( ) ( ) 0
x a

f x t x
→

− = ��

�

�

+��	������,����������!��%�9���������	��

I��!'	�'� ������ �!�������� ����� �	��

���,����!��	�'�����������+��"����

�*�'���� ,��&��� ��*�������� ���
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�

$������ ���4�	���
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5�������

�	�'������

�7������
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�
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�
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$������ ���4�
���
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����

5�������

�	�'������

�7������


����

x � :� F�

�

�?�5J�

�
K,�:�:;L�

�

�
������(�

(����%�����%����%�9����� �����	���

������%��0���5�'"������������(�"���

�����������������

�

�!�"� 
	���4/��	�'�����

0��������� ��"������"�� ��� �&&�*�

)�������� ,�����"	�'� �*�� �	����*���

����� ��� ���&�	��� �	�� @'	�A� 4/��

�	�'���������������������	����@'	�

��A� 4/��	�'�����3� 
�"�� �� ���������

�	���@"��A�4/��	�'����3�

�/��������"��&����������B���� � �����

: 0.5s = ���*�������������������B�������

�����������	�'� �*������� C� �����

���� *"� ��� �"�*�	�� ����� ���� "�

�������� 5���������� ��� B���� � � 	����

��������*����������	���������������@'	�

�A�*���@�������A�4/��	�'�������

0�� ������	��� ��� ,���� K,� :�:1L� '���� "��

�&������8� +�� 5��������� 2 ( )y x � �!��

�
� � � ���� �� � �= � ��	'�� ��� π � ���� @'	�

��A�4/��	�'������+�''����� ������

(��� 5 ( )y x � ��� '������ %���� ����

@��������A� 4/��	�'������ ,����� ����

��� �"�*�	��� ����� �������� ����	��

'��'�����	������D����'��5���������

	��������������&&�*)��������	����*�'���8��

�

� 1 2( ) ( )y y sπ π− < �	����

1 5( ) ( )y y sπ π− > ��

�

�?�5J�

�
K,�:�:FL�

�

5������������������� �5�+��

( )f x � ���� ���� /��#���������	������.��6

��� � 1� ( )t x �����-��	�%���#����� � ����������

���&�����	��3�����  ��7	& ��

-��� -��	�%���#� ( )t x �  ������� 	�� ���� *��  ��

a ��8������	����9�#	��3��$����&���������

���.�����'������ ( )f a � ������ ������ !:6

&������'��������5�������������	���	��1�

'���� ( ) ( ) .f a t a s− ≤ ��

���������� ������ ��& ��&���� !:&�6

�����'�����

�

�
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$�#��.������

+��>�'����	�'��� ( ) ( )f a t a s− ≤ ���"�	�

��8�+�� �"�*�	�������������7������� �*�

'�*6������������B���� � ��+��B���� � ������

����������	�������(*������"��������

�

�
������)�

>����	���� %�� ���� : 0.0005s = �� �����

5��������� �	�� ,��&��� :�<� ��� ��� %����

/ 3π � ���� '	��� "���� ���� ���������

4/��	�'�������	'���

�

�
������4�

+�� (���
2( ) : ( ) 1

2

π= − − +q x x � ���� ����

(�$�*�&*�$�*�� G*��� ����� ,'�!��

�	�'H�� ��*����� ����� ���� ���� �����

(����	����	�����'��	����*�������*��

sin( )x ��&&�*)�������'	��"�����"����

�H� ��� ������ %����
�
� � '���8�

� �
� � ���� � �� � �− = 3��

"H� >����	����%������ : 0.01s = � �������

Q�%��&&������*��� *"� ����� 5������

���� '	�� *��� �������� 4/��	�'��

���� �!�� sin( 0.1)
2

π + � 	���

sin( 0.3)
2

π − ��������

�H� B�'�� %��� ����� ��� >����	�'� �*���

%�9��������������

�

�
������;�

�?�5J�

�
K,�:�:=L�

�

�H� +�� (��� � �� � � 	��� � �� � � �*���� ���

�&&�*)������� ,����	�'� �*��

���G�992H�!"����������'�*6��	���

����������'������ ����B���� � �����

������ '�/�������������� "���

5��������� '	�� 4/��	�'�����

�������*���3�

����*��8� ( )� �	� �
� π≥ − �

"H� B�'��%�������� �	��� �!�����5������

���� � �� � � ��� ,��	&�	�'� �	�� %� 9��

�	������������
�

�
������<�

�H� ����� 5�������	�'������ ���� �!�� ���

5���������	�'� �*�� sin(10 )° � �������

(�$�*�&*�$�*��� �7������� ������


�����G�	��(����	"D����H�'!����'�8��

1 : 0a = �*��� 2 : / 9a π= 3��

%����&	�����8�
�
� � ����'!����'�����%���

�����+������*��+�9�S�

%����&	���� :8�
�
� � ���� '!����'�� "���

I�'����� ���  ����	������� 	���

����	��������I*����������������	��

+������*��+�9��"��
�
� ��'�"���

"H� ���	����������!�����5�������	�'��

�����
�
� � ���� (�$�*�&*�$�*�� ������


�����'"�3��

����*��8� �	����$������ �	�� 5���

�����	�'�������

�

7��	##���	��������

������� � �	 	 	 � � 	 �� � � � � � � �→ �

� �� � � �������������	����*������

� � ��'	�����*�� � �
� � �7������
����

� � 5�������	�'������

�����������(�$�*�"������7����5������

���� � � �� � � � �!�� ��� �	����*�����"�

����	�'�������������(��� � �� � �������

%����
�
� � �	�'"�	�� ������ +�� 5������

��������������(�$�*�&*�$�*���C��7�

������
�������(�$�*�&*�$�*���	��/����

	���D��/���
�
� �������5�������	�'������

� � ��'��� ���*� '��	�� ������ ��� 4/��

�	�'����� ��� ��� 5���������	�'� �	���

,��� R"��������	�'� "���� �	�����

*��������'���*�������'���8�
�
� �= ��
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+�� ,'����� �&&�*)�����*�� ���� ��� ��� ���

�	������������������ �/	��'� �����

���� ,'������ ������ �������'� "�	����

�����	����������/��	�'�&�*����*���

�	�������"��������B	�������������

�/��	�'� "�����"��� 5��� ���� 	��� ���

��������+������*�� �!�������,'�����'�"��

�� ��� ��� ����������	�� ����� ������� ����

"�	����������������������������8�

2����� �����9�#	����� ������� ���� ���

�*�'�������R"�'��'��

- ���� B���� ��� ��� ����� B����� ��� �����
4/��	�'�����������

- ���� �	����*������� ��� ���� 5������
�����

�*"�����"�����/��������"����	�'��

��� �*�''"�� (*������ ������ !"��

���������*�����

�

�����	��(���

,������� %�� �������� ���� (�$�*�&*�$�

�*��� ������� �*�� cos(48 )° �� +�"�� �*���

����"�������	��'��	�������7�������

�J�99�"���'���

�

�������%��(���

(�$�*�&*�$�*���7���������������(�$�

�*�"���� '������� +�� ���'� ��	��8�

������ �7����� 
���� 	��� ����� 5���

�����	�'������ ����� ���	'"��� �*�����

��� ,���'	�'� �� �"�*�	��� ����� �7����

�����J�99������&�*�������������3�

���� ��"���� ��� ��	&�"���������� 	���

�'�� ��� Q�%��&&������*�� ���� B	����

�������� ���� ��� �	����*�� � � ����

( ) : cos( )f x x= �� +���� ��� �	����*��� � �

	��� ���� �����"�/�'�'�����*�� � �G x ∈� H��
� � 	��� � �� +�"�� ���� �∈� � ��� I����"��

�!�� ��� �7������ 5�������	�'�'���� 	���

�∈� ����I����"���!�����5�������	�'��
������

�

�?�5J�

�
K,�1��L�

�

$�&	�������� 5��)�������������!������
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���� �7����� �	�/����� ��� �?�5�

,����������	��� �'�����������5��������

�����!�����5�������	�'������ � �������

,���'�������+��
!�����4/��	�'����

�� �	�� (�$�*�&*�$�*��� ����� �	���� ���

����� ��� 5�������	�'������ "����	�����

%������"��'������?���	�'����(�$�*�&*�

�$�*�� 	�� �*� "����� D� �/��� ��� 5���

�����	�'������ ��� ��� ��'	����� ���

�	����������	����*��������'���

���� ����� ��� 	����� ,��&���

: 45 /180π=e �� ���� ����� ���'����� ���

�7������
���� � ����������

�
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5�������

�	�'������
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48 45
, 1, 1/100

180 180
abfe

π π  ≤ 
 

��

�

/����)��

�	�'��'��

����

5�������

�	�'������
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48 45
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�
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����� ,�� ��� 5�������	�'������

/ 4π=e � ���� ���� �� = � ��� ������� 5���

�����	�'�'����'�	�����*����� 	�����

B���� cos(48 )° ��������(*�������*���J�99�

'��	��	�"�����"���

�

�##���	��� ���� "������� !"�� ���

5���������
��

���
���

� �
π⋅ 

 
 

� ��� ��� %����

��

���
�

π⋅= � ���� 4/��	�'����� �!��

cos(48 )° ���
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���������	������ +��� ������ (�$�*�&*�$�

�*�� ��� � ����� ����7������
���� �� 	���

��� 5�������	�'������ / 4π � ��	���

2 2 (4 )

2 8

x π⋅ ⋅ −− �� 5��� 4/��	�'�����

�!�� cos(48 )° � ���� ��� (*������ �*�� �J�99�

����cos(48 ) 0.670083° ≈ ��

�

�!�����I�'����8�

�

�
K,�1�;L�

�

4��������	��5������	�'����(*�����8�

�

�
K,�1�FL�

�

�
����(���

,������� %�� ������� ������� (�$�*�&*�

�$�*��4/��	�'������!�8�

1988
, ln , tan(17 )

2002
π   ° 

 
� ���� D�����

����(*�������*��1J�999��

�

�����	��(���

�H� 5��	'��%�����(�$�*�&*�$�*������

��� 
������ ���� '�'��� ����� �����

4/��	�'����� �!�� 1/ sin(58 )° � �*� �	�

"�������� ����� ��� �"�*�	�� �����

������'�76������9�99.�������

"H� %����� %�� �!�� ��� �&&�*)������� 5��

��������	�'� �	�� �H� ���� ���&��

������  ����"��	�&���� �	��� ���

���'����� �	�� ���  ���*&����*��8�

������*��� �	���&������*��� %	"������*���

+�����*��� �*�����	�'� �	�!��'�����

�	���� 
'"�������� ����� �	�/�������

�*��� ��� P	������	�������� "�	����

�������

�

�������(���	��

�?�5J�

�
K,�1�=L�

�

+�"����'�����5�������	�'������ / 3π ����

	������"����4/���*��58 /180π ��

( ) ( )�

�

� � � � � � �
� �

�� � �

� �

� �

π π⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅− + →

�

�
K,�1��9L�

�

(*�����"���	�'8�

�

�
K,�1���L�
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K,�1��:L�

�

�
K,�1��1L�

�

���������	������+���	��������(�$�*�&*�$�

�*��
�
� �� � ���	'��B���� ������� � ��������

��� (*������ 9�99.� ��� '	��� 4/��	�'��

�����!��1/ sin(58 )° ��

�

�������(���
��

���&��	
 	��� 	���

��� 58 /180 aπ⋅ → � ¸�

��� 3 a bπ⋅ − → � ¸�

(�� 5 3 ^ 2 / 81b c⋅ ⋅ → �
¸�

)�� 2 / 9b d⋅ → � ¸�

4�� 2 3 / 3 e⋅ → �
¸�

;�� c d e− + � ¸�

� �

4	��������5������'"���8��

���;=�<<9-F�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�� ��������	

����������

��������������������������

����������������
�

>���� ������� �&&�*)�����*�� ��� � � ���

������������R"�'��'���������������

��� (���� � �� � � ��� ���� ������� 5������

���� � �� � ���������*���	�'8�+�� ������

5��������� � �� � � ������ ��� ���� ������

%���� � � �	�� ��� +������*��"����� �*��

� � ���� '	���4/��	�'����� �!�� ( )f a ��

5�� �*��� '�	���/������� '���8� ( ) ( )f a l a≈ ��

�*"�� ���"�*���� ����� ��� +������*����

+� 9�� ��� �*�''"�� (*������ � +∈� �

���	���������8� ( ) ( )− ≤f a l a s ��

�����*���� ���������	��� �	���'������

��� 5�'��������� ��� �*����� ������� 5��

�������� � �� � � ��� 5������� ��"�� �	����

	���!������������&&�*)�����*��������

%���� � �"�	����������	��7�����+�"��

���������� ���� 	��� �!�� '*��������

�	����*���'���������� ��� /������� ���

"�������*��*&��������������?"D����

	���� '������ >���/���� �����"��� '�

������������7�����

�

�
����)���

�H� 5��	'�� %�� �	� ��� �	����*�� � ������

( ) : sin( )f x x= � (�$�*�&*�$�*�� �*���

�7������
���� ��� 1�� .� 	��� =� "�� '���

����5�������	�'������9���

B������ %�� �������6��� ��� ����

����������'�� �**��������$����

��� 
����� ����� <� (�$�*�&*�$�*���

�������6��������
������*�� � �� � ��

"H� ,�����"��%�����	��������������

I���	���������(�$�*�'������

�H� ����� 
����������� ��"�� ����

�!���
����3�

�

�
����)����

���� ���������� 	��� D���� ��� �����	�'�

���R"	�'�<��� �H� �!����������
����
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 ���J�

�
K,�<�1L�

�

�H� %���� %��� ��� ��� �/������ ,���� ���

�	�����������B**�"*)�����*�������

 ������� !"�� ��� ���� ���'*�����

5��&	�����G�����H�	����G�����H��

�


 ���JB**�JB**�,*)�

�
K,�<�<L�

"H� �!���� %�� ��� B**��*�'��'� �	��

	��� "�����"�� %�� ��� I���	�� ���


��������,����	����������

�H� %���� %��� ��� ��� �/������ ,���� ���

�	�����������B**�"*)�����*�������

 ������� !"�� ��� ���� ���'*�����

5��&	������ 	��������� ����**����

����8���G�9��.�:-���9�:=<��FHS��

� ��G9��.�:-����9�:=<��FH��

�


 ���JB**�JB**�,*)�

�
K,�<�.L�

�

�H� �!���� %�� ��� B**��*�'��'� �	��

	���"�����"��%�����I���	�����


������

H� ����� '*�������� 5�'��������

�����������������"�����,������

�	�'������
����3�

�H� R"��	'�� %�� ������ *"� ����� 0���

������	���'� ��� ���� �*��� �����

��� >�'"	�'� ��� 5�������	�'��

����� 4	��� "��/��'�� �/����� B**���

%�����&�������

�

+�� ����� )&��������R"	�'� ��'�8� 0��

����	�����5�������	�'�&	���� ������ �

���� �'� '������� ,����	��������� ������

�����������%&	��	����*�����������
�����

������!�����'���'���(������/�����

!"�������� ��'�������
����� �����

��"������	�����*�������
���������

%�����������B**��*�'��'� ��������

��� �*���� �*����� ����� ��� 5�������	�'��

&	���� � � ��� ����� ,����	���������� �	� ��

��������������/����������"�����"������

���B**�����������������8�
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=�� >7��#���	��� ��� � ?�� 0�� ���� ����

������ >�'"	�'� ��� 5�������

�	�'������ � ��*������������
�����

��� �	�'��'������ 	��� ����� ���

B**��*�'��'� "����'��� (�$�*�&*�

�$�*�� �����"��� ��� ��� ����'�

@
���A� 	��� ����� �	���� ���

5�������	�'�&	���� � � � ��� � � � � ���

�/	����

�

=��� >7��#	���������� � ?��+���*�������

���'�����	�'��'��	����*������ �����

��� ���&������ ������ ,����	��

�������� �	'����������� '����� ���

�����'� ��� �����"���� @
����A�

�����"����'���(�$�*�&*�$�*���

�

���� ��� ����� �*��� ������� B**��	��

���������� ��� ���� ��� 5�������	�'��

&	���� � � � ��� � � � � ��'��� ��� "���� 5�'��

�������8�

- @B**�'������� � A�	����

- @B**������'���� � A��

�	�� ��� D����'� �	����*�� � � �	�������

�&���������� �����������������*������

 �.	 ��� ����	���������� ���� ���.����� � �

��� � ��

�

�
����)�(�

�H� B�'�� %�� ���  ����� ������	������

����� ����� ��� %��	��	����*�� �	��� ���

������ %����� ����� ����� +�����

��*��"������ �*���� �����������

�/����� �/���� %�� �	� 5�������

�	�'������� G��������� ���H� �	��

	��� �*�	������� %�� 0���  ���

��)&�������

"H� 
�"�� �� 0���� ���	�'� ����� %�����

���%��	�'�����������������*����

#��������	�'� ������ �7'����� ���3�

,'�!����%���

�

�

�

�

�
����)�)�


'"�����������	����*�����	��� � ������

2

3

für 1
( ) :

für 1

 ≤
=  >

x x
f x

x x
���

( ) : ( 1) | 1|g x x x= − ⋅ − ��

�

�H� %���� ��� "���� �	����*��� ��� ���

%���� �� = ����������������(�$�*�&*�

�$�*�� �����'��!���� �*���� �������

���"��3��

"H� ������ �	'������������ �����'�

G4/��	�'����H���"��"����	�����

*���������%���� � 3�

�

�
����)�4�

,������� %�� �	�� ��� +������	�'� ���

�*����� #��������	�'� �	�� ���������

���� %����� ����� ���+�����&	���� '�

��	� ��� �&&�*)������� �����'� ���

�	����*�� � � ����
�

� � �� �
�

= � ��� ��� %����

�
� ���� = �� ,�	���� %�� �!�� ���� B**���

�	������6��������"����,���8�

- 
 ���J%&	��	���

- 
 ���JB**�JI�'�76��

- �

�H� ,�����"�� %�� 0��� I*�'��� 	���

�������� %�� ��� '�'��� '���

�������	������� �&&������*��� ���

������	���������*����#��������	�'�

���
�
� ����	����/�����

"H� 5��������%�� �������@���������A�

>�'"	�'� �*��
�
� � ��� '	��� 4/��

�	�'� ���� ������� 5��������� �!��

����	����*�� � ��

#7�	�'��	�"H8� ���� ����− ⋅ + �

�

�

�

�

�

�

�
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+�� ����)&�������	���*�����#���

������	�'� �	�� ��� �*���'����� �"�

�������� ��/�'�� 	��� �	� ���� �	�����

�	��*���	�'�� ��� ���� ���� ��*D���	�'�"�

�*��	������*�����
�

@��A�.�	���	
�������7����������� ����

����(�$�*�&*�$�*�� �	� ���� ''"���

�	����*�� � � ��� ����>�'"	�'� ��� 5���

�����	�'������ � �����$�������*����	�����

�&�����"���	�����(�$�*�"������'���

����	����3��

5����*����	���*���*�� �������(�$�*�&*�

�$�*��� ��*����� ��� &����/6�'�� I*��

'�����

�

�������� 	����

��� ,�����"�������������(��������

������������������������
�

���

�

,����"������ ����� �*�������"���

�	���'��	���������
�

(��

�

4����������!"���!�����*"��������

"�� ��� �*����	����� �*�$�*�� ����

�/�������	����� �������(�$�*�&*�$�

�*���������*�����������

+�����	�������	���������������!��

	�����	�'�	������	����������	��I��

�!'	�'� ������� ,����������

��������!��"���������7�������'�����

��� 5����"��&���� ��� ������'�

 ����"��/��'	�'�������"�������

%���������� �����'��� �"�� �����

������"������

�

�!�"� 5���!��	�'��������������

5��� ������� (�$�*�&*�$�*�� �	� ���� '�

'"��� �	����*�� � � ���� ���!������ ���

%��	��	�������������(������� � 8��

m x n⋅ + �

������������������������8� , ,x m n ��

+�"���������������� ������(��� ��� � �

��� ������ �	����*������� "������� ���

�*��������� ��� ���

( , , ) := ⋅ +lin x m n m x n ��

���������� "���� �����I����"��� � �

	��� � � G�*�������"��H� "������ ������

�*�������*�'����'��/���������

�

�!�"� ,����"�������*��� �

+�� ,����"������ ��� �*�������"�� � �

���� �	��� �"�/�'�'� �*�� ��� 5�������	�'��

����� � �� +�� � � � ���� � � � � ��� (�$�*�&*�$�

�*�� �	�� �	����*�� � � ���� �*���� '���� �����

���%����%�9�8��

( ) ( , , )

( )

( )

f a lin a m n

f a m a n

n f a m a

=
= ⋅ +
= − ⋅

�

G,���	�'��*����������!��� H�

�

,��� ��.������� >�� ��� �*�������"�� � �

"�������	��7������!��������	�����

*������ � �� � �� ��� �����'� � � 	��� ���

5�������	�'������ � ��*�� � �"�����������

+��5����	�'��*��� ���� lin ��'�"�8�
( , , ( ) ) ( )

( )

( ) ( ).

lin x m f a m a m x f a m a

m x m a f a

m x a f a

− ⋅ = ⋅ + − ⋅
= ⋅ − ⋅ +
= ⋅ − +

�

����/���������	����*�������	������

��8� � � � � � � � � �� � � � � � � � �= ⋅ − + ��

�

$� ����� ���� ������
�

� �� ������ ���� ����

������� (��� ��� � �� ��� ��� ,���'	�'�

( ,...) ( )l a f a= � ��!����� �	� ���� ��'�

�	������� ����� ��/����������� ��� B	�

*���	�'��*��������� ( ) ( )m x a f a⋅ − + � ���

��'�
�

� � �*�� �������(���� �	���	��

'��'��	����*�� � ��
�

$������ �4����


'"�8�
2( ) : ln( )f x x= �� ( )�� ≠ � 	��� ���

��'�
�

� ����� ( , , )l x m a � ���� 5����� �*��

�
� ���
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�?�5J�

�
K,�.��L�
�

?���������"��&������8� 6 a→ � �	�� �*�

��/��� ���� ���� ��� ��'"�������� >��

�*��	�'�"�����?�5J��'"��J����*�G�
�

�
K,�.�:L�
�

��� ������� (��� ��� � 8�

( 6) 2 ln(6)m x⋅ − + ⋅ ����� � ������*��������

��������� ������ ���� ���� (��� �����

���� �	������� ����� ������� ��� �����

����� �	�� �	����*�� � � ��� �&�������'�

6L � ���� { }6 : ( 6) 2 ln(6), ,∗= ⋅ − + ⋅ ∈ ∈� �L m x x m �

	��� ( )
�

� ��� � � �∈ �� �*����� 5�����

�	�� 6L � ������ ���� ����� ������ ���� ���

����?&���*�����'������	��� ��
�

�
K,�.�1L�
�

������������	�
�I�������	�� 6L ��������,�8�

( , 4,6) 4 2 ln(6) 24,

( , 2,6) 2 2 ln(6) 12,

( , 4,6) 4 2 ln(6) 24.

l x x

l x x

l x x

− = − ⋅ + ⋅ +
− = − ⋅ + ⋅ +

= ⋅ + ⋅ −
�

���������


'"�� ����� ��� �	����*�� � � ����

2( ) : ln( )f x x= � 	��� ��� ��'�
�

� � ����

� � � � � � � � �� � � � � � � � �= ⋅ − + � ���� 5�����

�*��
�

� ��

�H� 
"��%��D���(�$�*�"�����������

����(�$�*�������	�� 6L ���	'���

"H� I�������	������ %�� ��� ���� '���

�������	�������� �&&������*�� ����

'�I�������	�� 6L ��

�H� ,�����"��%�����'�������#��

'������
������	�� 6L ��

�

���������


'"�� ��� ��� �	����*�� � � ����

( ) : | 1|f x x= + ��

�H� ,�����"�� %�� ��� ��'�
�

� � �	��

�	����*�� � ��

"H� I�������	������ %�� ��� ���� '���

�������	�������� �&&������*�� ����

I������ �	�� 1L � G"���� 1L− H�	���"�

�����"��%�����#�'�����������


������	���������'���

�H� I��	����%����� �������������

��� (�$�*�&*�$�*�� �	�� ��'� 1L �

G"���� 1L− H� ���	������� 0���&����

���%������	�'�"�������7����%��

!"�� ��� 5)������ ��� ������� (�$�

�*�&*�$�*����	�� 1L− ��	���'�3�

�H� ��������� %����� ���� ��� �	����*��

�
�
�*���� ���������"��� 	��� ��� ���

���������3���'	�������%���

�

���������


'"���������	����*�� � ������������

>�'"	�'� �*�� � � �������� ����� �����


���������� ��"�� ����� ���� 5�����

�	��
�

� 3�

�

��������������
�5��'�"����'�� �������

(���� ��� ��� ������� (�$�*�&*�$�*��

�������� 	��� ����	�� �	��� ��'��
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����� ����� ��� ���� ������� (�$�*�&*�$�

�*�� �	������ �7����� ���� �*���� ����

��� (���� @,����"������ �*�� � A�

�������	������*����"�����"������	���

�*�'�"��� ������� ��� B���� � � �	� "����

��� ����� �*����� ������� ��� 5�����	�'�

"���'�8� ������ �������� ���������� ��

������ �����  ����� aL � ������ !��"��	�� � �

�������������#�$�	��	�$�	%&�
�

�������'�

�����*���%�����%����%�9��� �����%��

����� ��� 0������ ����� %����� ��� ���� ���

�������� '���������	�������� �&&���

����*�����������	�������
�

>����B��������������$�������*����	���*��

��� ������� (�$�*�&*�$�*������� "'���

������������	����*��"��&����"�����

���� !"�� 	�����  ����� 	��� ����'��

������� ��� ��� ���&������� �������

(�$�*�&*�$�*���	��	���������
�

������������
�


'"�����������������������	�'��'��

���� � �� � �	������5�������	�'������ � �

�	����� 0��������+������*��"������

�*�� � ����� 2( ) :f x x= �� : 3a = ��

I*�� ����� ����������	������� �	'�7�

��'� ������ (�$�*�&*�$�*�� !"�� ��� ,�

���� ������� � �	 	
	��� � �
�
�	�'"��� +��

�$�"*�������	����	�'��'�"������8�

( )� � ��⋅ − +
� � �������

GTH�

����"�����"���	���	����*�� � �������

'� 3L
�
�����

{ }3 : ( 3) (3), ,= ⋅ − + ∈�L m x f x m ��

�
� � ���� � � �∈ �

�

( , ,3) ( 3) (3)

( 3) 9

l x m m x f

m x

= ⋅ − +
= ⋅ − +

�
2(3) 3

9

f =
=

�

������'���������������(����������

 �����	�'�"�GTH8�

( 3) 9

6 ( 3) 9

m x

x

⋅ − +
⋅ − +

�

	��� ������ ���8����� �� = � ��/������� ���

�����'�
�

� ��	���	����*�� �
�
����������

(�$�*�&*�$�*��
�

� ������ � �∈ ��

�

����������

I�������	������%���������*�''"���

Q�%��&&������*�����������"����,��	&�

�	�'���	��%�9���	��	

��5������	�� 3L �

�	�������

�

�?�5J�

�
K,�.�<L�

�

?�������������������	������%����%�9��������

���������� �����'�� �����"� ���� ����

����'�����

5��� �*���� 5�'�������� �*�� �	����*����

��������� �*�����#��������	�'�������

%���� � �� ������������� ������� (�$�*�&*�

�$�*����� ������	����B**��� ������

"��� '������ ������ ���� ���*�'�� ���

���"� ��� B	��������'� �������� ���

�*�����#��������	�'�������%���� � �	���

��� ������� �&&�*)����"������ �������

������� (�$�*�&*�$�*�� ���'�!���'���

B	�/�������������*����R"	�'��

�

����������

�H� 5��/	����%��������,��&���.�:����

,'����� ��� �*����� #��������	�'��

,�	���� %�� ��"�� ���� ������ (�$�

�*�&*�$�*��6 ( 3) 9x⋅ − + ���

"H� I�������	������ 	��� ��'	�����

��� %�� ������� ���� '��������

�	���������&&������*��������D���

�����5������	�� 3L
�

�!������*����

#��������	�'��*�� � �������%����1�

������������'��*�����
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��� ������� �������8� ���� ��� �	����*��

�������%�����*�������������"�������������

�/���� ��� ������������� %�����	������� ���

�����(�$�*�&*�$�*���&&�*)�������

�!������������&&�*)�����*��������%���

�� � ��!��������5�'���������'���8�

G�H 5�� '�"�� ��� ���� B���� � � ����

( ) ( , , )f a l a m a= S�

G:H �!�� ���� ( )x U a∈ 8� ( ) ( , , )f x l x m a≈ �

G	����5������	�'�����(*������ � H��

+�� ���� 5�'�������� ���� ���� D��� 5��

�����	�� 3L ���!�����������������������

5�'�����������	����,��&�����8��

�!�� ����

(3)x U∈ 8� 2

( ) ( , ,3) 

( 3) 9

f x l x m

x m x

≈
≈ ⋅ − +

�����

5�������������� 	��	�'��������	����

��� 
��������������� �!���� ���� ���

�	� I����"�� �	�� �*����	�� ���!�����

����"�������������� � ��
�

�!������ (3)x U∈ 8�

( )�
� � �� � � �= − + + ∈� ��

��	������� ������������ �*�� � � "����

��� ����3� +�� ���������� ,�	�	�'�

��������B���� � ��'�"��������	�����+���

����"���	�'8�

( ) ( , , )= −r f x l x m a ��

,����� ���� �	�� "���� %���� ��� 
���

��	�'�����"�*�	���,���'���*�������8�

| | | ( ) ( , , ) |= −r f x l x m a ��

+���"�*�	��,���'���������B���� � � ����

'����� ��� �"�*�	��� ������ ��� ����

"'���� ���� ���� ��� ��� %���� � � ���

�	����*������ ( )f x � �	���� ��� �&&�*)��

������� �	����*������ ( , , )l x m a � "�� ���

���� �	��� � ��������

�

�����������	���������"����������*��

� � G��� ��� ����� �� = H� "����� �*� "�

������������� ( , ,3)l x m ����� ������(�$�*��

&*�$�*�� �	�� 3L ����������4���� %���� %� 9��

�*�'�8��!������(�$�*�&*�$�*�� ( ,6,3)l x
�

'����

�������>�'"	�'����5�������	�'������

18��

���	������������ (3) (3,6,3)=f l ��
�

���	������������
3

lim ( ) ( ,6,3) 0
→

− =
x

f x l x ��

+�� ,��	&�	�'� G:H� �7���� ���� ���� ���

�	��I����"�� � ��	����*��	������"�8�

�

���	�������������
3

lim(| |) 0
x

r
→

= ��

+��I����"�� � � ���� �*�� � � �"�/�'�'�����*�

'�"��������(��� ( )r x � ���������������

�"��*�*��� ���������!�����'�����	��8��

3
lim(| ( ) |) 0
x

r x
→

= ��

�	������"���7��������	����� �����

������� "���'��� ��� ��� ,��&��� .�:� ���

(��� ( )r x �����/��������	��	���������

�

�?�5J�

�
K,�.�.L�

�

���������	�� ���
2( ) 6 9r x x x= − + ��

�

��������������+������*����� �������

( )r x �� ����� ���� ��� ������ ��������

� ���������'	����������*�� � ������	��

������

�

�
K,�.�-L�

�

���������	�� ��� B	� D��� ������� (���

( , ,3)l x m
�
�	�� 3L

�
'�"����'��	����� ���

���� � � �� � � ���
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,���	�'��*����������!�� � � �� � � 8��

� � � ��� � � �− ⋅ + ⋅ − �

���� �� �∈� ��

������������Q�%��&&������*�� �!�� ����

���(���� ���+���J�����)�5���*�����
�

����"������������*����

�


����"���������J�

�
K,�.�;��L�

�

+���J�����)���*�J�

�
K,�.�;�"L�

�

�����/�������+����$&�#�����	���

�

+���J�����)���*�J�	J($&8J�

�
K,�.�FL�

�

	�� ���� (�"����&����� �$�"*������

*&������	��7���������"����������

+����$&�����@ �� A��

�

�

�

�

+���J�����)���*�J�	JI����"�8�

�
K,�.�=L�

�

	���'���'��������(�"�������"������

�

+���J�����)���*�J#���J����J��J�

�
K,�.��9L�

�

���� "'����� ��� ����� ���� #�����7&��

�	� "������ ������ ������� �������

�����	�����	�'�����S����'�������!������

������&�	��������*�������)����

�

�
K,�.���L�
�

4	�� "�'�� ���� ��� ����� ���� B����

��� %&���� �� � ���� �����!������ �	�'�����

����$�"*�������������!��� ��
�

�
K,�.��:L�
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���������������,������� �� ��

�

�
K,�.��1��L�

�

��!����¸� 	��� �������� ��� ���

%����"���8� � � � ��� � � �= �

�

�
K,�.��1�"L�

�

���� ��!����¸�� +�� �$�"*�������

�������������� ��������������

������	�*��������������%&���� �� ���

�

�
K,�.��1��L�

�

0�� ��� ������� %&���� �������� ���� �&���

���	����*���� �� �������������� ��� ,�

������� �� ��

�

�
K,�.��<��L�

��!����¸� 	��� �������� ��� ���

%����"�����&�����	����*�������#�����!��

���#���"����	�'���

� ������ �	 	�
� � �= �

�

�
K,�.��<�"L�

�

�
K,�.��<��L�

�

�����������	
��� �!�� ���� ��'���'���

�����*�� 1m c∈ �'���8�
3

lim( ( , )) 0
x

r x m
→

= ���

>�����,�*��������!������������(�$�

�*�&*�$�*�� �������"� ��� ��'� 3L � ��

������	��7�����"�������������������

���%&��������I��/�����8�

( , )

3

r x m

x −
�

��� �*� '������� ��������  ������ �	��

��'� 3L �� 0�����.��%&����"����������

�$�"*���������#�����!�� �� → 8�

3

( , )
lim

3x

r x m

x→

 
 − 

��

�

���� �������� ��� ������ 	��� �!�����

%&��������������*�'�8�

4 2 /( 3)c c x= − �	��� 5c = ���� ( 4, ,3)c x ��

+���$�"*�������	����	�'����%&�����

������ �� �	��� �� ��'�"�8�

�
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K,�.��.L�

�

+�� I*����� ����� >�����!�� ��'�� �����

�*��������������$�"*�������%&��������

�	����*��� ���� �7���� ��� ����� ���������

���(�"��������������%&����G#���� �� H�

����� %$�"*�� �!�� � � �����'��� +��

 ����� ����� ���&������ 	�����

%&�����������*��� ���	����� �$�"*������

�	���

�

�
K,�.��-L�

�

�
K,�.��;��L�

�

�
K,�.��;�"L�

�

�

�����������	
��� 0�� ��� %&���� �� � �����

�	�� �*�$�*�� ������
����� ����"�/��

'�'���� �*�� � �� 0�� ��� %&���� �� � �����

��	���4	�����0�����%&���� �� �������	��

�������*�$�*������"�/�'�'�����*�� � ��

0�����%&���� �� ��������������������

*���� B������ �*"�� ��� ��� -�� B���

G � � �� � = H����B����9��$�"*�������	�'�

�����������

�

�	�������������������������

�������� 6m = �������
3

( , )
lim 0

3x

r x m

x→

  = − 
��

�

0���������������'�'���B����'���8��

�������� 6m ≠ �������
3

( , )
lim 0

3x

r x m

x→

  ≠ − 
��

�

����������

(����%�� �������� ����������� ����

"��������I��	�	�'�� G�H�	��� G,H��	����

���5��'�"�������%$�"*�� �!�� � � �	���

,��/��'����������I��	�	�'�G,H3�

�

������������

,�����%�����>����	�'����I��	�

�	�'�G�H��

�

�� ��������


'"�� ����8�
2( ) :f x x= � 	���

3( , ,3)l x m L∈ ��

�

����"��������!��"������
�����8��

�����
3

( ) ( , ,3)
lim 0

3x

f x l x m

x→

−  = − 
���

����� �� = ��

�

�	����#�	 ������>����	�'��*��G�H8��

$
����

�

2( ) :f x x= �� 3( , ,3)l x m L∈ ��

�

3

( ) ( , ,3)
lim 0

3x

f x l x m

x→

−  = − 
�

��"��� 6m = ��
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��#�	 �%"������

��� ( , ,3) ( 3) 9l x m m x= ⋅ − + �
3( , ,3)l x m L∈ �

�

&��
3

( ) ( , ,3)
lim 0

3

6 0

x

f x l x m

x

m

→

−  = − 

− =

�
���� �����

���	��	���

�	��������

����������

�

'�� 6 0

6

m

m

− = ⇔
=

�
� ��!��	"�

#�����	�	�

�

(��"'�!��	�'T8��

( )

2

3 3

2

3

2

3

2

3

3

3

( ) ( , ,3) ( ( 3) 9)
lim lim

3 3

3 9
lim

3

9 3
lim

3

9 ( 3)
lim

3

( 3) ( 3) ( 3)
lim

3

lim ( 3)

6

x x

x

x

x

x

x

f x l x m x m x

x x

x m x m

x

x m x m

x

x m x

x

x x m x

x

x m

m

→ →

→

→

→

→

→

 − − ⋅ − +  =   − −   

 − ⋅ + ⋅ −=  − 

 − − ⋅ + ⋅=  − 

 − − ⋅ −=  − 

+ ⋅ − − ⋅ − =  − 

= + −

= −

�

�?�5J�

�
K,�.��FL�

�

���� �*���� 	���� R"��'	�'�� ������

'������� ����� ���� ��� 5�������	�'��

����� � � �����"�� '������8� ( , , ) al x m a L∈ ��

( , ) Taylor( ( ), ,1, )=t x a f x x a ��

�

(�������� 2
1

3
2

2
3

( ) : 2 1.5 ,

( ) : 4 ,

( ) : ( 10) .

f x x

f x x

f x x

= ⋅ −

= ⋅

= +

�

�

�	������������&������!��
� � �
� ���� � � 8�

) ��	��� *�#�	+ ��������B���� z � �!�����

'���8�

1(,2,3) ( ) ( , , )
lim 0

( , , ) ( , ),

→

− 
= − 

⇒ =

x a

f x l x z a

x a

l x z a t x a

�

�*"��
�������

� � � � ����	
� � �� ��� �� � � � � � �= ��

�

��������,�

,��/��'��%������1�I��	�	�'���
�

�	������++����	���������� 	��� ����� �*�

����������#�'���������*����	��������

'��'��'������)-	 ���.�������	�'"�8��
�

/������ !����� #�+0"��� ���	������ �� 	�.��

�	���1����� aL �.���	����/���	
�� � ��	��

+	����� �2�3+
��
+3�
�4�

+�� 5)������ ���� ������� (�$�*�&*�$�

�*����������5�������	�'������ � � �����

���"������'� aL ��/�'��	������"����*��

��� 5)������ ���� ����� B���� � � �"������

������#��������������� ��������!��

� �→ � '����� 9� ������ �	�� ���� ������

5����� �*�� aL
�
������� ���� #����'��

��������������	�������*��	�����&�/���8�

�

5�����.� �5�6&�

� � �	��	���/���	
��	�� � ����� � � �	��	���

5��++�� �� ����� ���������� �7��	�	�	
� 8

����	0"� ��
�� � ���

( , , ) : ( ) ( )= ⋅ − +l x m a m x a f a � �	��	��+	���8

����2����	�� � ��	���� �	���� ������ ���+8

���� ( , , ) al x m a L∈ ���

�������1�����
�

� � 	 ���	��+	����� �2�3+
�8

�
+3�
��.���/���	
�� � �	������)��#	08

+���  ��++�� � � �+ � )+������ ������ �����

���"�+���9� #���� � � �	��� ���++�� :�"+� � �

��������	��9� 
��  ��	+���

( ) ( , , )
lim 0.
x a

f x l x c a

x a→

−  = − 
�

����������	�
�����
������

�
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+��,��������������	��������������'�

'"���

�

���������� ���� ��� ���������/���'��

������� ��"������ ��� ��&������ ,���	�'��

�*��������� �!����������'� � � ���� �����

��� (�$�*�&*�$�*��� '�	���� G���� �*��

'����,��&��H��

�

��	 �	�+���'��

( ) : 2f x x= + �

,����������	����*�� � �������%���� � �� = �

��� ������� (�$�*�&*�$�*�3� ���� D���

�����������'���������������%���3�

������ ��� ���������/���'�������� ��!����

����� ������ 	���� >���/���� ��� ���&��

����� �?�5J��'"��J#7��,���� ���

�$�"*������������!��� �����"�/�'�'����

�*�� � ��

�

�?�5J�

�
K,�.��=L�

�

�
K,�.�:9L�

�

5��� %	"����	��*�� �!�� � � ������ �����6�����

��� '�!������� �����'� ��� ��� %����

5a = ��

�

�
K,�.�:�L�

�

�����������	
��� +�� �	����*�� � � ����

( ) : 2f x x= + � "������ ��� ��� %���� �� = �

��� ������� (�$�*�&*�$�*������ ������

���'�
�

��
��

�

��������;�

R"�&�!���%���������(�$�*�"�������

�����!��� ��

�

����������&�

I�������	������ %�� ��� ���� �	�����

*��"��&��� ��"���������	���'������������

��� ,�	�	�'� ��� 
������� �	�� ���

���������/���'�������������

�

�� ������&�

�����/��������	����*�� � ����� 3( ) :f x x= �

�	��	���"����������"�����%���� : 2a = �

	��� ������ ��� ��'� 2L � ��� �������

(��8�

( , , 2) ( 2) (2)

( 2) 8.

l x m m x f

m x

= ⋅ − +
= ⋅ − +

�

Die Existenz eines linearen Taylorpoly-
noms zur Funktion �  an der Stelle �  zeigt 

sich dann in dem Zusammenhang: In der 
Menge 2L  ist das lineare Taylorpolynom 

zur Funktion �  in der Entwicklungsstelle 

2 als Element genau dann enthalten, wenn 
es eine reelle Zahl �  derart gibt, sodass 
gilt: 

( ) ( , , 2)
lim 0.
x a

f x l x c

x a→

−  = − 
�

+�� '�	���� B���� � � '�"�� ��� �&������

�����!��� �����"�����������	����	�'�
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�*�8����� ( , , 2) =l x m m c ���������������	���

��*�� � ��	�� 2L �������������(�$�*��	����*��

G����������)������H�!"�'����

>����	���� ���� ��� #���� �	�� ��� ���

�������/���'�������� ����� '��	�� 	���

�������� � ����� ���	����*�8�

( , ) : ( ) ( , , 2)r x c f x l x c= − ��

����"'������!���	�(�����������&��

�����Q�%��&&������*�����	�'���

�

�?�5J�

�
K,�.�::L�

�

4����%����%�9���	���'���8�

�

�
K,�.�:1L�

�

������������	�
�
�

��� � � � �
�

� � �
→

= �� +�"��

�&���� ��� ���� �*�� � � ���� "�*����

 *�����

4������*����/�����������������B���� � �"��

���,����	�'����#�����

2

( , )
lim

2→

 
 − x

r x c

x
��

�7���� ���� �	�� ������ �	����	�'�

����� #���� ���� 
����������� �!��

�	����*��� �������� �	�� ,��&��� ���

���8�

2

2
2

lim ( , )( , ) 0
lim

2 lim( 2) 0
→

→
→

  = = − − 

x

x
x

r x cr x c

x x
��

�*� ��'�� ����� ��� ������ �	����"��� %*��

�������
0

0
�G�������������H��+��
�������

�/��������������'�����+�����*���	����

9������������"�����

%���� ���� �������'�� �!�� � � ��� ���� �:�

���� �*� ������ ���  ����� ��� B���� ����


��������

�

�
K,�.�:<L�

�

������������	�
� �!�� ��� �&������ ���

���'����� ��� = ��*���'�����!�� �� → �

������������������ ��������

� � �

�

� � �

� −
�

�	�� �	����*�� � ����� 3( ) :f x x= � ''�� ���

B���� 9�� +�� ������ �	����*�� � � '��� ����

����������'������:�������%���� �� = �

��� ���� ������ (�$�*�&*�$�*��

�
� ������� � �∈ �!"���

�

����
�����/������������
��������

�

� ����
��� 	

��

� �

�→

  = − 
�

�	���	����*�� � �&��	��"�����/��3�

�

���������!�����
���!"�'��'� � �� → �

+�� B/���� � ����� � � �*���'���� @������

��A� ''�� ��� B���� 9� ���� ��� 4����

� ��� − �� �*�'������	��� �� ���>�'"	�'�

	�����B����:�'"���������������'���8��

� ���� �� � �< − ��

5���'���������	��������&&������*���*���

	��� ��� 
������&�*���� �	�������

��������	������ 	��� ���"�*���� ���

������'� >�'"	�'� 	�� ��� B���� :� ��

�*���������
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MN5���*�J�

�
K,�.�:.L�

�

(,#%5(J�

�
K,�.�:-L�

�

(�,#5J�

�
K,�.�:;L�

�

������������	�
� ,����� ��"�� ���� ����

>�'"	�'�	�����B����:�'�	�����������

�����'���8 � ���� �� � �< − ��

�

(,#%5(J�

�
K,�.�:FL�

�

(�,#5J

�
K,�.�:=L�

�

������������	�
� 5��� >�'"	�'� 	�� ���

B����:��������'���8 ( ,12) 2r x x< − ���������

���	�'"���

�

(,#%5(J�

�
K,�.�19L�

�

(�,#5J�

�
K,�.�1�L�

�

������������	�
�>�����%����:�'�"����*��

���������������>�'"	�'���������	��

������'���8� ( ,12) 2r x x< − ���

�	�� �	���������'� �7�������� �����

������"��/��'�����������>�'����	�'�����

����� � ������	�������>�'"	�'�������'�

����������7�����"������
'����������

,��	&�	�'� �	���� ����� �	�������

(���� ������ �����'��� �*�'����� "��"�� ��

"������I��	�	�'���������	���'8�+��

 ������ ( ,12)r x � �/���� ����� "���
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������!"�'��'� �!�� �� → � ��� ����

>�'"	�'� ��� B���� :� "���'��/6�'�

@�������A� ��� B���� 9�� ���� �� ��� (���

2−x �D�����'���

+������������I��	�	�'�"��"�� �	���

����� &�����&���� �������� �������� ���

(��� 2x − � ���� ���� &*�������� ������

B���� ε �� ��� �	�� ,��&��� ���� : 0.1ε = ��

�	���&���������

5�� �*��� ���	������ ��� ������� 0��������

	�� ��� B���� :� '"��� ��� ��� '���8�

( ,12) 2r x xε< ⋅ − � � � ����GTTH��

���� �	���� ����� ���� '��������

�	�������� I�������	����	�'�� 0��

MN5���*�� /����� ���� �!��
�

� � �"8�

� � ��� �� �= ⋅ − � 	�����"��������������

I*�����	�'�� ����� ������� ��� @�	�A�

(���� ��� ��⋅ − � �	�'�	��� ��� �������

�*����	�����*��� �*�� 9��� ����� @�������A�

��� B���� 9� �/���� ���� �� ��� ���� ���

@����A�(���� �� − �D�'������"���

�

MN5���*�J�

�
K,�.�1:L�

�

(,#%5(J�

�
K,�.�11L�

�

�

�

(�,#5J�

�
K,�.�1<L�

�

������������	�
�>�����%����:�'�"����*��

���������������>�'"	�'���������	��

������'���8� ( ,12) 0.1 2< ⋅ −r x x ��

+���*����	�����*�� ��� � ��������� �����

��� ����� %��� ��� >�'����	�'� GTTH� ���

���'�	��� ����� �*���� �!����� @�������

�A����/��	�'� ��� ��� B���� 9� ���� �	�*���

(�*����� "��"�� �� "�� ��� "����� *"��

"�����"��� @%������'�������/�����A�

��������������	���������%����*��GTTH��

B	�����'*���������0���&�����*��	���

I�������	����	�'� '���'�� ���� ���� ���

5���!��	�'� �*�� ���� @ε �(������'���
��A�	����I����	�'����"���������

��� (��� ��� � 8� ( 2)xε ⋅ − � 	���

( 2)xε− ⋅ − ���!�� : 0.1ε = ���'�����������/���

��������������'��0���������������B����:�

����������5������

�

MN5���*�J�

�
K,�.�1.L�

�

�

�

�

�

�

�
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�04+?�J�

�
K,�.�1-L�

�


 ���J�

�
K,�.�1;��L�

�

�
��������	
����
�
������

K,�.�1;�"L�

�

������������	�
� 0�� ���� ���� ������>��

'"	�'����B����:���'�����(������
�����

��� ���	����*�� � ����0����������*���

�*���������@ε �+*&&��(�������A��
R"��������������'*��������+������

�	�'����� ������ )���� �����&��������

����������� �*� ��/������� ��� �*��	���

�	�'8� B	� D��� �����'� 0ε > �� "�*'��

�	�����"�����������(��� ( 2)xε± ⋅ − ���

)����������δ �>�'"	�'�	�����B����:�

���� 0δ > ���������!������ 2x ≠ �'���8�

( ,12) 2

( ,12)
.

2

r x x

r x

x

ε

ε

< ⋅ −

<
−

�

�

�

+����	���'�����/U	��������	�

2

( ,12)
lim 0

2x

r x

x→

  = − 
��

�

����������

B�'�� %�� �!�� ��� �	����*�� � � ����
3( ) :f x x= � ��� ���� '���������	��������

�&&������*�8�+�� ������ ( ,12)r x ��/����

����� "��� 
������!"�'��'� �!�� �� → �

��� ���� ���� ������ δ �>�'"	�'� ���

B���� :� �	��� ����� "���'��/6�'� @������

��A� ��� B���� 9�� ���� �� ��� (���

(1/ 500) 2⋅ −x � D� ����'�� 
"�� %�� ���

'�'���� δ � ��� 	��� "'�!���� %�� 0���

������

����*��8�B	��,��&������� � � � �����δ = ��

�

����������


'"��������(���
2( ) : 4f x x= ⋅ ��

���������"���� �������
2

2

1( ) : 4 40 100

2( ) : 4 40 100

rest x x x

rest x x x

= ⋅ + ⋅ +
= − ⋅ − ⋅ +

�

�

'�7��� �	� ���� ������� (�$�*�&*�$�*��

����	����*�� �
�
�������5�������	�'�����

��G�.H3�

�H� 5���������%���������� ����'�'�

����(�$�*�"�������

"H� 5��������� %��	����>�����!��	�'�

����(�$�*�"������,'�!����%���
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�� �������	
����
��������	��
�

0�� ��� '������������� 5�������	�'� ���

+�������������	�'� �&���� ���� �*� '�

������ %������(��'������*"��� ���

'�*6�  *���� +�� ,�����	�'� �*�� (�$�*��

&*�$�*��� ���� ����*������ '���� ���
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���'�����

�

�����A���


'"�� ��� ��� �	����*�� � � ����

2( ) : 5 6f x x x= − ⋅ + ��

%�����%�������*"������!������	����*�� � �

��� ��� %���� ( )�− � !"�� ��� �*�'� �*��

	�������� ����� %������ ��� 
���'�

���� �!�� 0h → � �������� ����� *���

�������

+��� ���� ��� >����	��	�'�� *"� �!�� ���

�	����*�� � �������%���� � ��	�����0���

��� �����+������*��"���������
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'���� �!�� 0h → � )������� *��� ������ "�

����*���� �	��� ��� '���������� ��� ���

����'���������'8�
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�
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f � ���� ����� ���"��	�� �� � h � ����� �������

2���� ���� 0h ≠ �� >�� ����� !��������
�

( )a D f∈ ��� � ( )a h D f+ ∈ ���������"��$
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��� ������ )������� *��� ���� ����

��� 
������� ��	'�� ���� �!�� ����

������ 4	���*�'�� ( )nh �� ����� ����
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��������#�����*8�
( ) ( )
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����������������	��� ������

f �������������"��	���� �������������$

���� (	�� � �  ���������� ���� ���"��	�� f �

���� ���  ��� -������ � � ���"������� �.!��
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*���� ����� ���"��	�� f � ���  ��� -������ � �

�	"���  �������.������� ���+�  ���� ����  ���

���"��	�� f � ���  ��� -������ � � �	!	���
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"H� ,����� %��� ����� ��� >����	�'�

�*��%����%�9<�������'�����

�H� >���� ������ �	�/�������� I*��	��

���	�'�������������������*���������

	��� ���������'�� +��������"������

�*�� f ���� � ��	��+��������"���������

� ������6�3�,'�!����%���

+�� �����'� ���� �	��� G���� �������
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*�H� ��� ���� �	���� "���� ��� ���� %����
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f �������������"��	���� ���� ���-������ � �
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+�� ,'����� (��'��� ���� "����� ��� B	�
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�
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f �������������"��	���� ���� ���-������ � �

�	"���  �������.�������� >����#��� �� ���6��

D�������  ��� ���"��	�� f � ���  ��� -������

a � ������������	������� ���+�!���� ���
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'"�� ��� ��� �	����*�� � � ����

2( ) :f x x= ��,�������%�����
����	�'�

���(��'����������%���� � ��

�H� :a = :���G�:��9H��
"H� :a k= ����� k ∈� �

�	������������� ( ) �
� � �� � � � � � �= ⋅ ⋅ − + ∈ ∈� � �

�
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�
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0
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( ) : lim
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m a

h→

+ −= � �����"��
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→
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h
�
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�

�3�=� +�� (��'��� �&&�*)������ ���
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�
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�
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→

→

→
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�
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� � ��� ��� %���� � �� 4���� ��� +������*��
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0
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→
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*�������� = +x a h ��
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−
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−
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→
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�
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����G�	����B�S������(�*�*���������6��
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�
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�	����*�����"����	�'�������%���� � �
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�*�� � � ��� (��'���� G������ �*�����

��H�������%�����9�9���9�99���9�999���

9�9999��	���9�����5���������%�����

(�"��� ���� ��� ����&����'�� �*&�8�

K%�����(��'���'����	�'�������'L���

0���&������ %�� ��� �	�'�!�����

(�"����

�H� ���	����������	����*�� � �������%���

��9����������������"��3�

�H� 0��� � �������%����9�����'3����������

�!�� ����� 4������� ��� �B�� ���

����3� 0������������ �!�����%��

��'������������ ���  ����� ��'�

���������3�

�

*+�����%")��,�

MN5���*�J�

�
K,�;��-L�

�

�04+?�J�

�
K,�;��;L�

�


 ���J�

�
K,�;��FL�

�

����������������+���	����*�� ���� �!�� 0x ≥ �

��������� +�� 
���� ���� �	'�����������

!"����� ����'� 	��� ���� ����'� �*�*�*��

��������� +�� >�'"	�'� �	�� 4	��� ����

���������'�� 0�� �	���� (0,0)P � ���&���'��

���
�������������	��������������!���	�

��������'	�������������

�

*+�����%")� ,�

�	�� ��� >�����!� 
 ���J����J� "�

�	�����������?&��*��@(��'��A���

�


 ���J����J�

�
K,�;��=L�

�

4���� 5��'�"� ��� ����� %���� 9�9�� ��'��

��� �����������	�������
����	�'����

(��'����

�



�����������		�
���
����

�

 

��������		
������������� ��


 ���J����J(��'���

�
K,�;�:9L�

�

�����������������!�� 1 : 0.01x = �'���� ���'	���

4/��	�'8� 5 0.05ty x= ⋅ + ��

0��'����������	���������������������

(��'���� ��� ��� ������ %����� �	�

�/�����*������4	�������

�

�
K,�;�:�L�

�

���� ��������� �	�� ��� ������� ,����

�������������	�'�� ��� �����*�'���

(�"��8�

�

������� -������������
����� (��������

9�9�� 5 0.05ty x= ⋅ + � ����.�

9�99�� 15.8 0.0158ty x= ⋅ + � ���-�

9�999�� 50 0.005ty x= ⋅ + � ��.9�

9�9999�� 158.1 0.0016ty x= ⋅ + � �.F�

9� 3� ��3�

�

���������������� C� �/��� ���� �*�� ������

G'���������������B����'����H�������

%����9������!��������*�����������	���

��� (��'�����+�� �*������	���������

'� �������� ����� ���&������ ��� ���

(��'��������'��

%&����� ��� ��� %���� 9� ��'�� ���  �����

����*�'������	�'8�

�
K,�;�::L�

�

���� ������� ���� .��������� #/���� ����� ���

��� %���� 9� !"���	&�� ��� (��'��� ����

��3�0�������� � ��������"��3��

�

*+�����%")�
,�

���� �'�� ��� Q�%��&&������*�� ���� 	��

��'	���� �!�� 	���� I��	�	�'� �	�

��������

�

�?�5J�

�
K,�;�:1L�

�

�������������������������!�����.���� ����

���������� ��������� ����� �!�����

@��'����/����A� +�������U	*������

( , ) | 0d x h h > �������%����93�

�

�
K,�;�:<L�

�

���������������� +��  ����� ������ ���

(���
1

h
��



�����������		�
���
����

�

 

��������		
����������������

I*�� ����� (��� ������ ���� 	��� �	�

�/��������,�����������������,	�����"��

� � �	���� � � ������ 	��� ��� ����� '���
�������	������� �&&������*�� G���� ,����

K,�;��-LH�������8�

�

MN5���*�J�

�
K,�;�:.L�

�

�04+?�J�

�
K,�;�:-L�

�


 ���J%&	��

�
K,�;�:;L�
�

����������������+��(�������*�� h1 �

G%&	�� �*�� ������ 
����H� ������� "��

���������'�� ���/��	�'� ��� ��� B���� 9�

	�"����/�����

5����������� ��� �	����� ��'�'�� Q�%�

�&&������*�� G���� ,���� K,� ;�:<LH� 	�� ���

���������'��#����

0

1
lim
h h+→

 
 
 

��

�*�������������������&�������%$���)8�

�?�5J�

�
K,�;�:FL�

�

����������������+��*"�'�#��������������

��� B����� �!�� ��	��>�������� ������

B�����5��'�"��������%����9��!������	�����

*�� � �����������'�	����*�����	������

��(��'����+���	����*�� � �������������

%�������������������"����

�

/���0������� +�� 
������� ��� +����

����U	*������
0 0+ −h

h
��!�� �� → �

���� ������ )������� +��  ����� "��/��'��

	������8�
�

�
K,�;�:=L�

�

(�������������� 5��� �7'����� 
'�&*�

����*�� �/�� �	�� ,��&��8� +�� � ������

�7�������������		�'���������(��'��

�����9������+����%����&	�����������*���

������ ����"���� ��� �	�� ��� � ������ ����

@ � �
���A� ���� �	����*�����'���������

��� ������ 5��� �	����*�� �	��� ����� ���

���	��'� B	*���	�'� ����� ���� �"�� ���

�����������������	������������

5��������	������������7�������4�����

���������"������������%����9�����'�

����� ������ ���� ���� ��� "����

�	�� ,'����� ��� ������� 	��� ����������

'���"���	�'����������!����



�����������		�
���
����

�

 

��������		
������������� ��

�������� ����'�

1����!�������� � � ���� �������������� � � ���

��������������������� ��2�#����������� � �

��#�����������������
����
����������������

������� ��� ������������ �������������
����

���������( ���������� .��� � � ��� � � 0 ���

����������"�

�

�

*+�����%")��,�

0��� � �������%����9�����'3��

������	����� "�������� �/���� ����� ���

P	������	���'����� "'������ ��� �**��

������	��&�	�'�� *��� �"����� ���� ��

���,���������	������/�'�����������

���� �7���������.�������8�+�� �	�����

*�� � � ���� �	�� �����'������+������*���

"�����	����������	������9�����'��

���� �	���� �	�� ����� ���� 3�
�#�����

��� �*�� D'������(��
������� ��� �4��

���������

1����� $ ���������� ����� ���� �!�� �����

4�����������B��������3�+���B��

�����	������������"��������������%���

�� � ����(��'���)��������+����"��!��

��� ���� "�� ��� %���'������������ �	��

���� �*���� ���������� ��� ��� �	����*��

� ����9����������������"��������

#����� $ ���������� 0������� ����� ���

 ������!�����4���������'��������

��3� 5��� 5������� �!�� ���  ����� �/��

�	�������������'���������5��'�"���	�

�$�"*��������	�'�"�� �!����� ��� �����

�	������5������'��������&�������+�

������*��� 	��� %/���� �	� )����� 5�'"�

����������&������������7�����

5������ $ ���������� ����� +������*���

*��� %/��� �	�� �*����� %���'���� �����

���� ����3����� �����*��� ��� +�������

*�8�5����	����*�� � � ��6�� ����'� �������

������ %���� ( )a D f∈ � &�� +������*��

'��	����������� lim ( ) ( ).
x a

f x f a
→

= �

I�'������%���	����������R"	�'�;�<��H��

>���� I����	�'� ���  ������ �����

��� ���� �*�'���� Q�%��&&������*�� ���

�$�"*��������	�'�"�8�

�

�?�5J�

�
K,�;�19��L�

�

6��������#4�����������������������+��%��

��'��������	����*�� � �������%����9���'��

�*�������"������� ���"�*������� ����

���"����5����	����	�'�"������������

���� #������� 5�� '�"�� ����� ���������'��


������� �!�� �� → �� ��� � � �	�� �!�� ����

� +∈� � �������� ����� +�''�� ���� ���

���������'�
�������
�

��� �
�

�
+→

= ��

�	�������,��&����7��������)�&���

����������8�

�

�

�

C��  �����	�'�"� ���� �*�� ,�	����

��������� �	� ��������'��� +�� 0���&����

��*�������	�'�"� �!���� ������������	�

���� ������ �	�/���'�� 5�'"����� ����

5����	����	�'�"����������&�	����	��

(�*��������G
���������Q�%H��

�

B	�!����	����,����K,�;�19��L�	���������

	��� ��� ���'8� ���*� ��'�� ���  �����

�����	�'�"�������	������&�!��������

5�'"�������!�����7�������3�

�

$ ����%"%�

����"�	�������	���'8�5����	����*��

� ��������a ∈� �����
��������

�



�����������		�
���
����

�

 

��������		
����������������

���� #������ ��� 
�������������*�� �!��

�	����*��� ����� ���� &	�������� >��

'"	�'�"'������!�����%���� � ��*��	���+��

����� ��� %���'�����������*�� � � "�������

�	�� +������*��"����� '�7��� �	����

�	��� ��� &	������� >�'"	�'� �*�� � ��

����	���� � � ��� '������ +������*��"�

��������'"���� �����+��%���� � � ���� ���

 ����� �������'�� ������ ���� �/	�	�'��

&	���� �$�"*������ �������"���� +���

'�	���'��� 5�'�������� �*��
������

����������� �������
�����/U	��������

'�&�'��������������*����������
����

�*�� Q�%� ������ '��*6��� 5�� ���� ���*�

"�� ��� 0���&�����*�� �*�� �$�"*�������

#����	�'�"��I*�������'"*����

1��� �����+���	����*�� � ��������9����*����

����'�� ���� ��� ���������'� ����'� ���� 	���

�	���!�� � +∈� ��������������

$ ����%"7�

�H� ���� ������� ���� 	���� ������� 	���

���������'��%���'���������	�����

*�� � �������%���� ( )� � �∈ 3�

"H� R"������ %�� ��� �*�'��� Q�%�

�&&������*���

�

�?�5J�

�
K,�;�19�"L�

�

0���&������%�����������	�'�"��

������ %���	��� �7���� %�� �!�� ���

�*������ �	����	�'� �	�� ,�����

K,�;�19��L�����3�(����%����������

/��������Q�%��&&������*����������

�	����	�'��	��,����K,�;�19��L��

�

�

�

�

	
�

�
K,�;�19��L�

�

0���&������%�������	�'�"���

�
 (���� %�� ��� �	���'�� ���� 	���

*��� ����8��

G0H �!������ �∈� 8���

�

�
� �= ��

G00H �!������ � +∈� 8�

�

�
� �= ��

G000H �!������ � −∈� 8�

�

�
� �= ��

B���� %�� ��� %���	���*�'�	�'�

�	�� �����*���� >�'��'� ���� ���

 ������

�

���� ���������
��� $ ��������� ������ ����

���8�

�

�

�

1���� 8����.������������� �0�� ����

����.������9����������:�
�������4	��

������������������(�*��� ����/���

�����  ������
���� ����� ���  ����� �!��

����� &��7������ �����*��� ������� 	���

��������

�

(�������%";�

>����	����%������	����*��� � �	��� � �

��� �	���� G�J�H� 	���� I����	�'� �*��

%����%�9-��	��+��������"�������

�

�H� 2

3

für 1
( ) :

für 1

 ≤
=  >

x x
f x

x x
�

�

"H� ( ) : ( 1) | 1|g x x x= − ⋅ − �

�

�



�����������		�
���
����

�

 

��������		
������������� ��

*+�����%";�

B	� ,'���� �!���� ���� ��� ������	�����

I*�	����	��	�'� ��� ���� '��������

�	�������� �&&������*�� �	����� 	�� �*�

��� I��	�	�'� �	������� �	� �7�����

�������6��� ���	���� ����� ���� I��

�	�	�'� 	��"�/�'�'� �	�� ������		�'� �	�

"������+��	� ������������ %���� %� 9-�

������

�

*+�����%";��,�

MN5���*�J�

�
K,�;�1�L�

�

�04+?�J�

�
K,�;�1:L�

�


 ���J%&	�

�
K,�;�11L�

�

����������������0���	����G�J�H��7��������

��������	��/���'��������

!����������5��������������������'�76��

��� ,����	��������� �*��	������ 	�� ���

��*���� �!�� ��� #��������	�'� ��� @����

��A����	������


 ���JB**�JB**�,*)�

�
K,�;�1<L�

�


 ���J%&	��

�
K,�;�1.L�

�

���������������� 0�� �	���� G�J�H� ���� ����

���� �����&	����� +�� �����'� ��� �	�

�����'�������	����*�� � �/����������

��������%�����&�	�'������

6����������+���	����*�� � � ��������	����

G�J�H����������������"���� ���� ��� ���� ���

'������%�����������*�������������"����

�������#������������� �����(������

,�������

�

�?�5J�

�
K,�;�1-L�

�

������%������"��������������	�����

*��������� ���������'��+�������U	*�

������ _d li ��!�� 0h < ��

�



�����������		�
���
����

�

 

��������		
����������������

�
K,�;�1;L�

�

���� ������� 	���� Q�%��&&������*��

	�����+������*��������������'��+����

����U	*������ _d re ��!�� 0h > ��

�

�
K,�;�1FL�

�

����"������ _d re �������%�������

�

�
K,�;�1=L�

�

���������������� �!�� ��� �	����*�� � � ����
�

�

��� �
� � �

��� �

� �
� �

� �

 ≤
=  >

�

'�����������>�'"	�'����B�����8��





+⋅+
+

=
33

2
),1(

2 hh

h
hd ���

für 0

für 0

h

h

<
>

�

������� #���"����	�'�� 	����	����

���� ��� �	����*�� � � ��� ��� %���� �� �	��

������� 	��� ���������'� +��������"���

������

�

�
K,�;�<9L�

�

�
��������������� ��
�� ����� �� �'�� 0���

������� "���� ���������'�� �"���	�'��

"���'��:�	���1�	�������������	�*��

'�����������������!"�����+���	�����

*�� � � ����������%����������������������

�����"����

�

*+�����%";� ,�

�	��� �������"� ���� '��������

�	�������� �&&������*�� ����� ���� ���

���'����������*�����+��������"������

����'�����������'��"�	�����������"��

��� ���'����� ��� �	�������� �"���

�	�'���������� +�"�� ���� 	�"���'�� �	�

"������� ����� ��� �	�������� �"���

�	�'��������� ��� 5�����/���� �	��� �	�

������ 5�'"������ �!���� ��������� ��

������� ������+������*��+�9.� ���'�'�

��� ,'����� �!�� �*���� +��������"������

'�'��� ����� +��*��� ������ �� ��� �����

�/����%���������������'���	��������

(����	��,���	�'�����I��	�	�'��	����

�	�!������

�

MN5���*�J�

�
K,�;�<�L�

�

�

�

�



�����������		�
���
����

�

 

��������		
������������� ��

�04+?�J�

�
K,�;�<:L�

�

���� �	��� ��� 
 ���J����J���!� ���

,��������	���������"���	�'��	���

�


 ���J����J�"���	�'�J

�
K,�;�<1L�

�

<��#����� 4���� 5��'�"� ��� %���� �� ��

������� ����� �����¸�+�	��� 	����

����������	��������	�'�"8� ���� �� = �

�


 ���J����J�"���	�'�J dxdy / �

�
K,�;�<<L�

�

���������������� 0
dy

dx
= �

G�&����8�@�����������'������	��AH��

�

+�� �������
��� �"���	�'� ��� �	����*��

� �������%������"��/'��9��

�

6���������� +�� �	����*�� � � ���� ��� ���

%���������������"�����

�������#��������������:�
������	���$��

"*�������5"�������	&�"����������-�����

����/�#��������

,����	�'�������������'��+��������

U	*�����8�

�

�?�5J�

�
K,�;�<.L�

�

���������������� ��� ��� %���� �� "��/'��

��� ���������'� +�������U	*������

_d li 8� ( )−h ��

�

,����	�'�������������'���"���	�'8�

�

�
K,�;�<-L�

�

����������������+���	����*�� � � ���� ������

%���� �� ���������'� ���������"���� +��

���������'��"���	�'�"��/'��9��

,����	�'� ��� ���������'�� +������

��U	*�����8�

�

�
K,�;�<;L�

�



�����������		�
���
����

�

 

��������		
���������������

���������������� ��� ��� %���� �� "��/'��

��� ���������'� +�������U	*������

_d re 8� h ��

,����	�'�������������'���"���	�'8�
�

�
K,�;�<FL�
�

����������������+���	����*�� � � ���� ������

%���� �� ���������'� ���������"���� +��

���������'��"���	�'�"��/'��"�������9��

�
��������������� ��
�� ����� �� �'�� +��

�	����*�� � � ����������%�������*��"����

%��������*�������������"����0����������

	��� ���������'�� �"���	�'�� "���'��

D����� 9�� +�� �	����*�� � � ���� ��� ���

%������������*�������������"����

I�'������ %������ ��� #7�	�'�� ;�1� �H��

"H�	����������R"	�'�<�<��

����������%�����3�
�

$ ����%"=�

%���� ���� ,�������������&�����*��� 	���

��� �	'�7��'�� %���	���*�'�	�'�� �����

%����%�9-�������#7�	�'���	��	����'�;�1�

�	���/���'3� 5������� %�� *���  �����

�����*�����'��,�����	�������	��

���'��+*�	�������%���	��!��������

1�����������?���������7���� %�� �����

��� ��� �����'��!����� 5���!���� ����

��� ������ �*��������� (�����������

	��������'�!'���0���&�����*����
�

(�������%"&�

5)��������	�����	����*�� � ������

2 1
sin für 0

( ) :

0 für 0

  ⋅ ≠  =  
 =

x x
f x x

x

�

������%���� 9����
�����'����%����

���*�'3�

*+�����%"&�

+�����'����	�'8��

>�,� 5)������� �	� ��� �	����*�� � � ���

��� %���� � � ��� 
�����'� ���

%������*�'3�

����'��������'����8�

>��,� 0��� � ���� � ����������"��3�

>���,� ���� � ���� � ����(��'��3�

>�6,� 
�"�� �� ��� � � �	� � � ��� �������

(�$�*�&*�$�*�3�

�

����"���'���	��5�����	�'�����I��	�

�	�'�	����� �����	����'�����	����

Q�%��&&������*������

�

�?�5J�

�
K,�;�<=L�

�

����������	������	����*�� � ����(�$�*��

,���� ���� 	�� ��� 5)������ ����� ����

������� (�$�*�&*�$�*�� ��� ��� 5�������

�	�'������9��	���/����

�

�
K,�;�.9L�

�

���������������� +�� �	�'�"� ���� ��� ��*�

�	���� "������ �	�� ��� %$�"*�� � � 	���

���� @���A��	���	���� ��� 	��	�'�

�����"��"���

���� /����� �����"� ��� Q�%��&&������*��

�"�� ����������*�����+������*�����+���



�����������		�
���
����

�

 

��������		
������������� ��

�����U	*������ � � �	���	����*�� � � ���

��� %���� � � �	�'���	������ �	'�7���

'�� +���������U	*������ �!�� �� → �

"��������

�

�
K,�;�.�L�

�

����������������+��(��'���������%����

9�)�������������� � ��������"����

���� ������� ����� %���� ��� 0���&�����*��

���5������'��	�����������3�

�

�����������*�'����#7�	�'�&�����	���

?"� ,����� ���� !����� �*�� %��������

�������� ���� ��� ����� �	����

0 ( , ( ))P a f a � 	��� ��� %������&	����

( , ( ))n n nP a h f a h+ + � ���� 0nh ≠ �� +��
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