In Mathe einfach besser

1.2 Wie erhalte ich Niherungslosungen der Gleichung
X-x+1=0?

(Fortsetzung zu dem Artikel ,, 1 Symbolisches und approximatives Losen von
Gleichungen*)

von Frank Schumann

Kai ist es bisher nicht gelungen, reelle Losungen oder auch wenigstens
Niherungslosungen fiir die Gleichung x’—x+1=0 zu finden. Wir greifen sein
Problem erneut auf und definieren aus seinen beiden Umformungsversuchen zwei
Funktionen:

Kai’s Umformung 1: Kai’s Umformung 2:
X —x+1=0 X —x+1=0
x*=x-1 x=x"+1
1
x=(x-1)3
1 .
g(x)=(x-1)3 mit xe R f(x)=x"+1 mit xe R

Voriiberlegungen: Mogliche Néherungslosungen der Gleichung finden wir dann zum
Beispiel, wenn es uns gelingen mag, aus den beiden Schnittpunktansitze:

x=g(x) oder x= f(x)
grafische Ndherungslosungen zu bestimmen.
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Sind beide Umformungen von Kai dquivalent?

Ziel: Wir versuchen aus den beiden Schnittpunktansdtzen Niherungslosungen fiir die
Gleichung x’—x+1=0 durch ein allgemeines rechnerisches Verfahren schrittweise

»einzufangen®.

Aufgabe 1:

Bereinigen Sie den HOME-Bildschirm und stellen Sie im MODE-Menii den

Ausgabemodus EXAKT ein! Fithren Sie dann die Anweisungen 1 bis 5 aus!

Anweisung 1:

Driicke [F4] [ENTER]

GOXDIE

[OX[E 10JB A1 [£) 3 0] [ENTER]

O] 1] 4 [STOY]

START
[+] [ENTER].

Anweisung 2: Berechne approximativ
den Funktionswert g(start).

Driicke G[(JST AR T[] [*] [ENTER].

HOME/

1 Fer Ed Fi FE FE™

- E Alaskbra|Calc|Andere|PraER|La=ch ]
= HeuAuf'g Fert.ig
= Oefinier g(xj=[x-—1j1/3 Fertig
m-]1.4 +=tart -1.4
~“1.4+start

HiIN EDiE EXAET FET _=/=0
[B 1.5]

1 Fer Ed Fi FE FE™

- E Alaskbra|Calc|Andere|PraER|La=ch ]
= HeuAufg Fertig
= Definier g(x)=(x-—1)1/3 Fertig
= -1.4+=start 1.4
gl =tart) -1.33887
sta.l't >

HAlN EOG ERAET FET u/=0
[B 1.6]
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Anweisung 3: Berechne approximativ

den Funktionswert g(Antw(l)).

Driicke G [(] (¢] [ENTER].

Anweisung 4: Berechne approximativ

den Funktionswert g(Antw(1)).

Driicke [ ¢] [ENTER].

Anweisung 5: Wiederhole 6-mal den 4.

Schritt.

1 Fev Far (Fad FE FE™
- E ngebr‘all:aln:- Andere [PraEAR L-E~5c,hT ]
= HeuAuf'g Fert.ig
mOefinier gix)=(x - 1:]1/3 Fertig
m-1.4 % =start 1.4
= gi=tart) -1.33887
gl -1.F38865900164F) -1.3274
gCAntwll>>
HHIN ED0GE ERAKT FET &/50
[B 1.7]
1 Fev Far (Fad FE FE™
- E ngebr‘all:aln:- Andere [PraEAR L-E~5c,hT ]
= HeyAufg Fert.ig
mDefinier gix)=(x- 1)1/3 Fertig
m-1.4+=start -l.4
mgi=tart) -1.33887
B gl -1, 3388659001643 -1.3274
gl -], F2FFI9EF 93510 -1.32523
gtAntwild>
HHIN DG ERAKT FET _Gist
[B 1.8]
Fev Fav T
- {— Alasbra|Calc|Andere F"r*gEFI Lc~5c,h ]
1. SoooET T T 5] TSETS
. 9( -1. 327398799351 -1. 32523
g -1, 325227 18940053 -1.32481
B gl -1.3248146761584) -1.32474
g -1, 3247 3IEI2E4346) -1.32472
B gl -1.3247214467336) -1.32472
mgf -1.3247 1862007 1) -1.32472
B gl -1.3247 1803514640 -1.32472
(Hntu(i))
DG ERAKT FET 1z/30
[B 1.9]

*** Ende des Schrittverfahrens ***

Aus den angewiesenen Funktionswertberechnungen erkennen wir eine eindeutige
Zuordnung. Jeder Schrittnummer »>2 und ne N wird auf eine bestimmte Art und
Weise der Wiederholung eindeutig ein reeller Funktionswert g(n) zugeordnet:

Schritthummer »

Reelle Funktionswerte g(n)

-1.3388659001643

-1.3273998799351

-1.3252271840063

-1.3248146761584

-1.3247363284346

-1.3247214467836

-1.324718620071

O |0 [ Q| N ||k~ | W DN

-1.3247180831464
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In Mathe einfach besser

Wir bestimmen mit dem Voyage'™ 200 den numerischen Wert des Befehls
numL(')'se(x3 —x+1=0, x) und speichern ihn unter dem Namen a ab.

numL(')'se(x3 —x+1=0, x) —a und a=-1.3247179572448.

|‘F1 T 5 T Fr T o T FE T FE™

- ﬂ Algebra|Calc|Andere|PrgER|Lasch ]
® g -1,3252271240063) -1.32481
m gl -1.3248146761584) -1.32474
® g -1, 324736F284346) -1.32472
m g -1.,3247214467336) -1.32472
m gl -1.,3247 186200717 -1.32472
m gl -1.3247 1803314640 -1.32472
wpunliselnS —w+1=0,x) 22 -1.32472

numbLosze (x*3—x+1=0,x>+a
(v

HMAIN EDG EXRKT FET 1330

[B 1.10]
Die reellen Funktionswerte g(n) nehmen |71 4zt |corc [nders|rran Loin:hT |
L= | Rl YL ol = L T 1) PEET=C Tl

zu dem Nidherungswert a eine besondere  |=at-1.3247214467836) :1 .32472

Relation ein. Deutlich wird diese durch |a EE -i:iiiiiﬁééiﬁég i eans

die Abstandsberechnung zwischen dem |wnunLzsels®-x+1=8,x]+a2 -1.32472

Wert ¢ und dem jeweiligen reellen [°'*~=¢=tart +ela14s
. - Ia al -1, 33886598@1643)| « DIEZEE2

Funktionswert g(n).

[B 1.1 1]

Schrittnummer » Reelle Funktionswerte g(n) | |a—g(n)|

2 -1.3388659001643 0.0141479429195

3 -1.3273998799351 0.0026819226903

4 -1.3252271840063

5 -1.3248146761584

6 -1.3247363284346

7 -1.3247214467836

8 -1.324718620071

9 -1.3247180831464

Ubung 1.2

Vervollstdndigen Sie die Tabelle in der dritten Spalte und bestitigen Sie somit die
Interpretationen: Je groBer die natiirliche Zahl » wird, desto ,,ndher kommen die
reellen Funktionswerte an eine numerische Losung der Gleichung x* —x+1=0 heran.
In Symbolen: n T= |a—g(n)| — 0

03/05 e © Schumann’s Verlagshaus 5




In Mathe einfach besser

Wir betrachten ein zweites dhnliches Schrittverfahren mit dem wir ebenso eine
schrittweise Anndherung reeller Funktionswerte an eine numerische Losung der
Gleichung x’—x+1=0 beabsichtigen. Dabei nehmen wir Bezug zu der bereits
definierten Funktion f.

Ubung 1.3
Bereinigen Sie den HOME-Bildschirm und folgen Sie den vier Anweisungen.
Anweisung 1: Legen Sie die folgende CAS-Applikation an.

HOME/
AL sebra|ooTc Andore [ProEalLioeh] |

= HeuAutg Fertig

" Definier Fix)=x +1 Fertig

m-1.4 % start "1.4

HMAld EDG EHART FET /20

[B 1.12]

Anweisung 2: Berechnen Sie approximativ den Funktionswert f(start) .
Anweisung 3: Berechnen Sie approximativ den Funktionswert f(A4ntw(1)).
Anweisung 4: Wiederholen Sie 7-mal die Anweisung 3.

sksksk Ende skesksk

Gelingt mit diesen 4 Anweisungen das Vorhaben der Anndherung:
nT:>|a—f(n)|%O?

Um den Ablauf des Schrittverfahrens sinnvoll zu planen, ist es wichtig zu wissen, wie
genau ist die produzierte Ndherungslosung. Deshalb geben wir eine nicht negative
reelle Zahl ¢ vor, sodass die Genauigkeitsforderung

|a - g(n)| <t

bei Verwendung der Funktion g erfiillt werden muss.

Aufgabe 2:

Stellen Sie zundchst den Startzustand her! Erzeugen Sie mit der folgenden CAS-
Applikation eine N#herungslosung fiir die Gleichung x’-x+1=0, sodass eine
vorgegebene Genauigkeit mit einer Toleranz von #:=0.00001 nicht {iberschritten wird.
Beginnen Sie Thre Arbeit mit der Ubernahme des nachfolgenden HOME-Bildschirms:
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HOME
AL sebra|ooTc [Andore [ProEalLioeh] |
® HeyAufg Fertig
mumliselxt —w+1=0,%) 3 2 -1.32472
13 : . . .
. EX1‘413' ) = :—'ﬁx?' FE‘P;IE Hinweis: Wir nehmen an, dass der
m-1.4 3 =star -7 . .
"lE5t . 09001 Wert a ein genauer Wert ist.
( L. 55887 Hintergrund fiir die Annahme ist:
AN " EO0G EXAET FET &30 3 -13
a—-a+1=-2-100"=0.
[B 1.13]
Geben Sie dann weiter ein: e e lAlaebra|cEle [Andere [ProEn|Lieeh
TIETATTIAT T =T I
mrunlaselx —x+1=0,%)+a -1.32472
G B '(x-lji'ﬁ*g(x) Fertig
= -1,4+start ]
B 1S54t . BEEE1
fiir [ : ] " gistart) 5 b -1, 33887
gkl +b ! la-hbl 2t falsch
ABS A E] B gih)+h:abs{a-h)<{t
5 fur MATH Hald EDE EXAKT FET 7’20
8 fiir Test [B 1.14]
4 fir <

T Welche Bedeutung hat das Wort
(¢ falsch?

Driicken Sie dann wieder: [#] [ENTER] und interpretieren Sie die Ausgabe!

Gestalten Sie Thre CAS-Applikation selbststdindig weiter und geben Sie eine geeignete

Naherungslosung an!
(Nciherungslosung: -1.3247214467836)

0=

V200-INFO-2-1: Im HOME-Bildschirm koénnen in der Schreibzeile zwei
Einzelanweisungen, getrennt durch einen Doppelpunkt - driicke dazu fir[:] -
eingegeben werden. Die jeweilige symbolische oder approximative Ausgabe bezieht
sich dabei auf die vom Doppelpunkt rechtsstehende Einzelanweisung.

(Nciherungslosung: -1.3247214467836)

Mit der Toleranzzahl ¢ wird die angestrebte Genauigkeit der Ndherungslosung
festgelegt. Dabei ist die Existenz eines genauen Wertes, wie dem Wert a, aber
notwendig. Doch wie kann man die Genauigkeit einer Ndherungslosung beurteilen,
wenn man a nicht kennt? Zum Beispiel unter den Umsténden, dass der numerische
Losebefehl - HOME/Algebra/mumLose(...) — fiir eine ausgewihlte Gleichung nicht
realisierbar ist.

Wir wissen: Jede Gleichung ldsst sich in einen Nullstellenansatz f(x)=0 {berfiihren.
So eben zum Beispiel die Gleichung x* =x—1in x’ —x+1=0 mit f(x):=x"—x+1.
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Kennt man einen Kandidaten x, fiir eine Ndherungslosung, so entscheidet der Abstand
der Zahl f(x,) zur Zahl O iiber die angestrebte Genauigkeit von x,. Je kleiner | f (x0)|
ausfillt, desto genauer ist x, selbst. Statt von der Toleranz spricht man hierbei von der
Nullstellentoleranz ¢, . Es gilt dann das Kriterium Nullstellentoleranz: |/ (x,)| <1, .

Ubung 1.4
Bereinigen Sie den HOME-Bildschirm und bestimmen Sie mithilfe der CAS-

Appliaktion eine Néherungslosung x, der Gleichung x’=x-1, die eine

Nullstellentoleranz von 10~ nicht iiberschreiten soll. Fiillen Sie die dritte Spalte der
Tabelle aus!

Schritthummer » Reelle Funktionswerte g(n) | |f(x,)|<107
2 -1.3388659001643 falsch

3 -1.3273998799351

4 -1.3252271840063

5 -1.3248146761584

6 -1.3247363284346

7 -1.3247214467836

8 -1.324718620071

9 -1.3247180831464

a) Ab welcher Schrittnummer an wird die Nullstellentoleranz zum ersten Mal

unterschritten?

b) Wie viele Ndherungswerte g(n) aus der Tabelle erfiillen das Kriterium der
Nullstellentoleranz?

c) Wie viele Ndherungswerte g(n) aus der Tabelle erfiillen nicht das Kriterium der
Nullstellentoleranz?

(Antwort: a) ab der 8. Schrittnummer; b) unendlich viele; c) 6)

0=

V200-INFO-2-2: Niherungslosungen von Gleichungen haben nur dann einen Sinn,
wenn man Aussagen iiber ihre Genauigkeit treffen kann.
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